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Ζήτημα 1ο 
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                      P (1) = α 1  + β 1  + γ 1 + δ
                      P (2) = α 2  + β 2  + γ 2 + δ
                               ...
                      P (ν) = α ν  + β ν  + γ ν + δ         (+) 
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P(1)+P(2)+...+P(v) = α (1 +2 +...+v ) + β (1 +2 +...+v ) + γ (1+2+...+v) + v δ  
1 1 1v  = α ν (ν + 1)  + β ν (ν + 1) (2ν + 1) + γ ν (ν + 1) + v δ    
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v  = 3αν (ν  + 2v + 1) + 2βν (2ν  + v + 2ν + 1) + 6γν (ν + 1) + 12v δ      
12v  = 3αν (ν  + 2v + 1) + 2β (2ν  + v + 2ν + 1) + 6γ (ν + 1) + 12δ  
12v  = 3αν  + 6αv  + 3αν + 4βν  + 2βv + 4βν + 2β + 
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6γν + 6γ + 12δ  
12v  = 3αν  + (6α + 4β)v  + (3α + 6β + 6γ)ν + (2β + 6γ + 12δ)   για κάθε  v IR

3α = 12 α = 4
6α + 4β = 0 4β = -6α

    
3α + 6β + 6γ = 0 6γ = -3α - 6β
2β + 6γ + 12δ = 0  12δ = -2β - 6γ
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α = 4
4β = -24

     
6γ = -12 - 6β
 6δ = -β - 3γ

α = 4 α = 4 α = 4 α = 4
β = -6 β = -6 β = -6 β

           
6γ = -12 - 6β 6γ = -12 + 36 6γ = 24
6δ = 6 - 3γ 6δ = 6 - 3γ 6δ = 6 - 3γ
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 = -6
  

γ = 4
6δ = 6 - 3γ

α = 4 α = 4 α = 4
β = -6 β = -6 β = -6

           
γ = 4 γ = 4 γ = 4
6δ = 6 - 12 6δ = -6 δ = -1
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Ζήτημα 2ο 
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(αx  + βx + γ)  = (βx  + γx + α) (γx  + αx + β)  
α x +β x +γ +2αβx +2βγx+2αγx =βγx +αβx +β x +γ x +αγx +βγx+αγx +α x+αβ 
α x  + γ  + 2αβx  + 2βγx - βγx  - αβx  - γ x  - βγx - α x - αβ = 0 
(α  - βγ)x
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 - (γ  - αβ)x  - (α  - βγ)x + (γ  - αβ) = 0 
x [(α  - βγ)x - (γ  - αβ)] - [(α  - βγ)x - (γ  - αβ)] = 0   
[(α  - βγ)x - (γ  - αβ)] (x  - 1) = 0   
(x - 1) (x  + x + 1) [(α  - βγ)x - (γ  - αβ)] = 0
 Α
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ν  α  - βγ 0, τότε η εξίσωση έχει ρίζες τις 

-1 + i 3 -1 - i 3 γ  - αβ  x  = 1, x  = , x  =   και  x  = 
2 2 α  - βγ

 Αν  α  - βγ = 0  και  γ  - αβ 0, τότε η εξίσωση έχει ρίζες τις   x , x   και  x .
 Αν  α  



 

 2- βγ =  γ  - αβ = 0, τότε η εξίσωση έχει ρίζα οποιονδήποτε μιγαδικό αριθμό.

 

 
Ζήτημα 3ο 

k < 0

x < 0

xxφ (x)  =  =  < 1,  άρα  -1 < φ (x) < 1.
1 + x 1 + x

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε  k (-1 , 1),  η εξίσωση  φ (x) = k  έχει λύση.
x xΑν  -1 < k < 0 :  φ (x) = k     = k     = k  

1 + x 1 - x
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η1  λύση

k  0

x  0

  x = k - kx  

k                         x + kx = k   (1 + k)x = k    x = 
1 + k

x xΑν  0 k < 1 :  φ (x) = k     = k     = k    x = k + kx  
1 + x 1 + x

                         x - kx = k 


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k  (1 - k)x = k    x = 
1 - k

Eπομένως το σύνολο τιμών της  φ  είναι το  (-1 , 1).

΄Εστω  x  < x . 
x xΘα δείξουμε ότι  φ(x ) < φ(x ) <  x + x x  < x + x x  (1)

1 + x 1 + x
 Αν  x  < x 0 :  (1)   x
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1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1
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- x x  < x - x x     x  < x   που ισχύει
 Αν  x  < 0 < x  :  (1)   x + x x  < x - x x     x x  < x  - x   που ισχύει
 Αν  0 x  < x  :  (1)   x + x x  < x + x x     x  < x   που ισχύει

Επομένως η σ


  

   
υνάρτηση  φ  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR.
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x ,  x < 0x 1 - xφ (x) =  = 
x1 + x ,  x 0

1 + x

x (x)΄ (1 - x) - x (1 - x)΄ 1 - x + x 1x < 0 : φ΄(x) =  =  =  =  > 0
1 - x (1 - x) (1 - x) (1 - x)

x (x)΄ (1 + x)x 0 : φ΄(x) =  = 
1 + x
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η2  λύση
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x - x - x -

x +

 - x (1 + x)΄ 1 + x - x 1 =  =  > 0
(1 + x) (1 + x) (1 + x)

Σε κάθε περίπτωση είναι  φ΄(x) > 0,  άρα η  φ  είναι γνησίως αύξουσα στο  IR.

x 1φ (x) =  =  = -111 - x  - 1
x

φ (x) = 
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x + x +

x 1 =  = 111 + x  + 1
x

Eπομένως το σύνολο τιμών της  φ  είναι το  (-1 , 1).
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