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Ζήτημα 1ο 
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α2εφ α α2εφα =     εφα εφ  + 2εφ  - εφα = 0α 2 21 - εφ
2

α Αν  εφα = 0,  τότε  εφ  = 0.
2

α Αν  εφα 0,  τότε για την  εφ   έχουμε δύο λύσεις
2

1 + 1 + εφ α 1 - 1 + εφ α  x  =  και  x  = ,  με  x x  = -1
εφα εφα
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 Σε κάθε τιμή της  εφα=(ΑΤ), αντιστοιχούν οι γωνίες με τελική πλευρά  ΟΜ ή ΟΜ

  Αν  θ = ΑΟΜ  είναι η ελάχιστη θετική γωνία με εφθ = εφα, τότε  
α θ π  α = θ + κπ  και   =  + κ , κ Ζ.
2 2 2

   Αν  κ = 2ν, ν


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1 1

α θΖ,  τότε   =  + νπ, ν Ζ
2 2

α α      Οι γωνίες    έχουν τελικές πλευρές  ΟΝ  ή  ΟΝ   και  εφ  = (ΑΤ )
2 2

α θ π   Αν  κ = 2ν + 1, ν Ζ,  τότε   =  +  + νπ, ν Ζ
2 2 2

α      Οι γωνίες    έχουν τελικές πλευρές  ΟΝ
2
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α  ή  ΟΝ   και  εφ  = -(ΑΤ )
2

  Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΟΤ Τ   είναι  (ΑΤ ) (ΑΤ ) = (ΟΑ)  = 1,  άρα  x x  = -1.

1 + 1 + εφ απ α α Aν  0 < α < ,  τότε  είναι  εφα > 0,  εφ  > 0,  οπότε  εφ  = 
2 2 2 εφα

π Aν  
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π α π α < α < π,  τότε   <  <   και είναι  εφα < 0,  εφ  > 0,
4 2 2 2

1 - 1 + εφ αα  οπότε  εφ  = 
2 εφα

3π π α 3π α Aν  π < α < ,  τότε   <  <   και είναι  εφα > 0,  εφ  < 0,
2 2 2 4 2

1 - 1 + εφ αα  οπότε  εφ  = 
2 εφα

 Aν  





2

3π 3π α α < α < 2π,  τότε   <  < π  και είναι  εφα < 0,  εφ  < 0,
2 4 2 2

1 + 1 + εφ αα  οπότε  εφ  = 
2 εφα

 



Ζήτημα 2ο 

Α + Β Α - Β ημΑ + ημΒ + ημΓ = 2ημ συν  + ημ(Α + Β)  
2 2

Α + Β Α - Β Α + Β Α + Β                                 = 2ημ συν  + 2ημ συν
2 2 2 2

Α + Β Α - Β Α + Β                                 = 2ημ συν  + συν
2 2 2

  
 

α) 

  

Α - Β Α + Β Α - Β Α + Β +  - π Γ 2 2 2 2                                 = 2ημ  - 2συν συν   
2 2 2 2
Γ Α -Β                                 = 4συν συν συν  
2 2 2
Α Β                                 = 4συν συν σ
2 2
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Γυν   
2

 αημΑ  + βημΒ + γημΓ  = 2Rημ Α  + 2Rημ Β + 2Rημ Γ  

                                                = 2R ημΑ + 2R ημΒ + 2R ημΓ 

                                                = 2R (ημΑ + ημΒ + ημΓ
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

β) 

2

) 

                                                = 2R (ημΑ + ημΒ + ημΓ)

                                                = 2R (ημΑ + ημΒ + ημΓ) (ημΑ + ημΒ + ημΓ)

                                       



 

Α Β Γ         = (2RημΑ + 2RημΒ + 2RημΓ) 4συν συν συν
2 2 2

Α Β Γ                                                = 2 (α + β + γ) συν συν συν
2 2 2
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Ζήτημα 3ο 
2 2 22συν Α = συν Β + συν Γ  

1 + συν2Β 1 + συν2Γ1 + συν2Α =  +  
2 2

συν2Β + συν2Γ1 + συν2Α = 1 +    
2

2συν(Β + Γ) συν(Β - Γ)συν2Α =  
2

συν2Α = συν(Β + Γ) συν(Β - Γ)   
συν2Α = -συνΑ συν(Β - Γ)

π Αν  Α = , 
2
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  τότε  -1 = 0  (άτοπο) 

π συν2Α Αν  Α ,  τότε  συν(Β - Γ) = -
2 συνΑ

 
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Είναι  0 < Β - Γ < Β + Γ  1 > συν(Β - Γ) > συν(Β + Γ)  
συν2Α συν2Α συν2Α1 > -  > - συνΑ     - συνΑ < 0  και  1 +  > 0   
συνΑ συνΑ συνΑ

2συν Α - 1 συνΑ + συν2Α - συνΑ < 0  και   > 0    
συνΑ συνΑ
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2

2

 

συν Α - 1 συνΑ + συν2Α < 0  και   > 0  
συνΑ συνΑ

3Α ΑΕίναι  συν Α - 1 < 0  συνΑ > 0  συνΑ + συν2Α > 0  2συν συν  > 0
2 2

Α 3Α 3Α πΕίναι  συνΑ > 0  συν  > 0  συν  > 0    <    
2 2 2 2

δηλαδή το πρόβλημ

 
 
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  

   
πΑ < 
3

.πα έχει λύση μόνο όταν  0 < Α < 
3

συν2Α συν2Ασυν(Β - Γ) = -     Β - Γ = τοξσυν -  = μ  (ακτίνια)
συνΑ συνΑ

π - Α + μΒ + Γ = π - Α 2Β = π - Α + μ Β = 
Είναι         2

Β - Γ = μ Γ = Β - μ Γ = Β - μ

   
 

     
 

   

π - Α + μ π - Α + μΒ = Β = 
2 2    

π - Α + μ π - Α - μΓ =  - μ Γ = 
2 2


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 
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