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Ζήτημα 1ο 
     

   
    
   




2 2

2 2

α συν x + β ημ x + γ ημx συνx + δ = 0
  

α΄ συν x + β΄ ημ x + γ΄ ημx συνx + δ΄ = 0
1 + συν2x 1 - συν2x ημ2xα  + β  + γ  + δ = 0

2 2 2   
1 + συν2x 1 - συν2x ημ2xα΄  + β΄  + γ΄  + δ΄ = 0

2 2 2
α + α συν2  

   
 

  

x + β - β συν2x + γ ημ2x + 2δ = 0
  

α΄ + α΄ συν2x + β΄ - β΄ συν2x + γ΄ ημ2x + 2δ΄ = 0
(α - β) συν2x + γ ημ2x = -(α + β + 2δ)

 
(α΄ - β΄) συν2x + γ΄ ημ2x = -(α΄ + β΄ + 2δ΄)

 
α - β γ

D =  = 
α΄ - β΄ γ΄

γ΄(  ( )  1

1

2

-(α + β + 2δ) γ
D  =  = γ(α΄ + β΄ + 2δ΄) - γ΄(α + β + 2δ)

-(α΄ + β΄ + 2δ΄) γ΄
α - β -(α + β + 2δ)

D  =  = (α΄ - β

α - β) - γ(α΄ 

΄)(α + β + 2δ) - (α - β)(α΄ + β΄ + 2δ΄)
α΄ - β΄ -(α΄ + β΄ + 2δ΄

- β΄) 0  

)

συν2x



1

2

2 2

D γ(α΄ + β΄ + 2δ΄) - γ΄(α + β + 2δ) =  = 
D γ΄(α - β) - γ(α΄ - β΄)

D (α΄ - β΄)(α + β + 2δ) - (α - β)(α΄ + β΄ + 2δ΄)ημ2x =  = 
D γ΄(α - β) - γ(α΄ - β΄)

Είναι  ημ 2x + συν 2x = 1    

(α΄ - β΄)(α + β + 2δ) - (

 
 

   
   

   

2 2

2

2

α - β)(α΄ + β΄ + 2δ΄) γ(α΄ + β΄ + 2δ΄) - γ΄(α + β + 2δ) +  = 1  
γ΄(α - β) - γ(α΄ - β΄) γ΄(α - β) - γ(α΄ - β΄)

(α΄ - β΄)(α + β + 2δ) - (α - β)(α΄ + β΄ + 2δ΄) γ(α΄ 
 + 

γ΄(α - β) - γ(α΄ - β΄)
 

 
   

 





2

2

2 2

2

+ β΄ + 2δ΄) - γ΄(α + β + 2δ)
 = 1  

γ΄(α - β) - γ(α΄ - β΄)

(α΄ - β΄)(α + β + 2δ) - (α - β)(α΄ + β΄ + 2δ΄)  + γ(α΄ + β΄ + 2δ΄) - γ΄(α + β + 2δ)
 = 1    

γ΄(α - β) 

(α΄-β΄)(α+β+2δ

- γ(α΄ 

)-(α-β)

- β΄)

(α΄+     2 2 2 β΄+2δ΄) + γ(α΄+β΄+2δ΄)-γ΄(α+β+2δ) = γ΄(α-β)-γ(α΄-β΄)   (2

Επομένως οι ζητούμενες σχέσεις είναι οι  (1)  και

)

  (2).

 

 



  
Ζήτημα 2ο 
 

      

      

   

Α Β - Γ Β Α - Γ γ Α - Βα συν ημ  + β συν ημ  + γ ημ συν  > 0  
2 2 2 2 2 2

Β + Γ Β - Γ Α + Γ Α - Γ Α + Β Α - Βα ημ ημ  +  β ημ ημ  +  γ συν συν  > 0  
2 2 2 2 2 2

1 1 1α (συνΓ - συνΒ) + β (συνΓ - συνΑ) + γ (συνΒ + συνΑ) > 0  
2 2 2
1

      

  

 

1 1R ημΑ (συνΓ - συνΒ) + R ημΒ (συνΓ - συνΑ) + R ημΓ (συνΒ + συνΑ) > 0  
2 2 2
1 R (ημΑσυνΓ - ημΑσυνΒ + ημΒσυνΓ - ημΒσυνΑ + ημΓσυνΒ + ημΓσυνΑ) > 0  
2
1 R [(ημΒσυνΓ + ημΓσυνΒ) + (ημΑσυνΓ + ημΓσυνΑ) - (ημΑ
2



  

  

    



συνΒ + ημΒσυνΑ)] > 0    

1 R [ημ(Β + Γ)  + ημ(Α + Γ) - ημ(Α + Β)] > 0   
2
1 R (ημΑ + ημΒ - ημΓ) > 0    
2
1 (R ημΑ + R ημΒ - R ημΓ) > 0  
2
1 (α + β - γ) > 0  που ισχύει διότι  α + β > γ (τριγωνική ανι
2

σότητα)

 
 

Ζήτημα 3ο 

 

 







 

 


:

ημx + ημy = α  (1)
συνx + συνy = β  (2)   
εφx + εφy = γ  (3)

x + y x - y x + y x - y α(1)    2ημ συν  = α   ημ συν  =   (4)
2 2 2 2 2
x + y x - y x + y x - y β(2)    2συν συν  = β   συν συν  =   (5) 

2 2 2 2 2

(4), (5)  

  

 

x + y α εφ  =   (6)
2 β

ημx ημy ημxσυνy + ημyσυνx(3)     +  = γ    = γ    
συνx συνy συνxσυνy

ημ(x + y) 2ημ(x + y) 2ημ(x + y) = γ     = γ     = γ (7)  
συνxσυνy 2συνxσυνy συν(x + y) + συν(x - y)

 





(6)

2 2 2 2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 22 2(6)

2 2 2 2 2
2

2 2

α 2αx + y 22εφ 2αββ β2ημ(x + y) =  =   =  =  (8)x + y α α  + β α  + β1 + εφ 1 + 2 β β
α β  - αx + y 1 - 1 - εφ β  - αβ β2συν(x + y) =  =   =  =  (9)x + y α α  + β α  + β1 + εφ 1 + 2 β β

(
(1) , (2)   

    
  

  




2 2 2

2 2 2

2 (+)
2 2

2

2 2

ημx + ημy)  = α 1 + 2ημxημy = α
   

(συνx + συνy)  = β 1 + 2συνxσυνy = β

2ημxημy = α  - 1
   2(συνxσυνy + ημxημy) = α  + β  - 2  

2συνxσυνy = β  - 1

2συν(x - y) = α  + β  - 2    συν

)

  



2 2

2 2 2 2(8),(9)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(10)

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

α  + β  - 2(x - y) =   (10)
2

2αβ 4αβ2
α  + β α  + β(7)    = γ    = γ 

β  - α α  + β  - 2 2(β  - α ) + (α  + β )(α  + β  - 2) + 
α  + β 2 2(α  + β

8αβ  = γ   
2β  - 2α  + (α  + β )(α  + β  - 2)





 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

γ [(α  + β )  - 4α ] = 8αβ

γ (α  + β  - 2α) (α  + β  + 2α) = 8αβ

γ (α  + β )   = 4α (2β + αγ)

2 2 2 2
8αβ  = γ 

(α  + β )  - 4α

    ή   

    ή 

 
 




