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Ζήτημα 2ο 
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ΓΔ 1  θεώρημα διαμέσων στο  ΑΓΔ  : ΑΓ  + ΑΔ  = 2ΑΛ  +   (1)
2

ΓΔ     1  θεώρημα διαμέσων στο  ΒΓΔ  : ΒΓ  + ΒΔ  = 2ΒΛ  +   (2)
2
ΑΒ     1  θεώρημα διαμέσων στο  ΑΒΛ  : ΑΛ  + ΒΛ  = 2ΚΛ  +   (3)
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 (1), (2)   ΑΓ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  = 2ΒΛ  + 2BΛ  + ΓΔ     

    ΑΓ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  = 2 ΒΛ  + BΛ  + ΓΔ     

ΑΒ    ΑΓ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  = 2 2ΚΛ  +  + ΓΔ       
2

    ΑΓ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  =

 



 
 

 
2 2 2 4ΚΛ  + ΑΒ  + ΓΔ       

    


2 2 2 2 2 2 24ΚΛ  = ΑΓ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  - ΑΒ  - ΓΔ

  



2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2

Έστω  Κ, Λ, Μ, Ν, Ρ, Σ  τα μέσα των  ΑΒ, ΓΔ, ΒΓ, ΑΔ, ΑΓ, ΒΔ  αντίστοιχα.
    Ισχύουν : 
    4ΚΛ  = ΑΓ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  - ΑΒ  - ΓΔ   (4)
    4ΡΣ  = ΑΒ  + ΑΔ  + ΒΓ  + ΓΔ  - ΑΓ  - ΒΔ   (5)
    4ΜΝ  = Α

β)  
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2

Β  + ΑΓ  + ΓΔ  + ΒΔ  - ΒΓ  - ΑΔ   (6)   
ΑΒ ΓΔ    σφαίρα(ΑΒ) σφαίρα(ΓΔ)   ΚΛ  =  +   4ΚΛ  = ΑΒ  + ΓΔ   (7)

4 4
ΑΓ ΒΔ    σφαίρα(ΑΓ) σφαίρα(ΒΔ)   ΡΣ  =  +   4ΡΣ  = ΑΓ  + ΒΔ   (8)

4 4
    (4) , (7)   ΑΓ
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  

 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
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 + ΑΔ  + ΒΓ  + ΒΔ  = 2ΑΒ  + 2ΓΔ  (9)
    (5) , (8)   ΑΒ  + ΑΓ  + ΓΔ  + ΒΔ  = 2ΒΓ  + 2ΑΔ  (10)

    (9) , (10)   2ΑΔ  + 2ΒΓ  = ΑΒ  + ΑΓ  + ΒΔ  + ΓΔ   

    ΑΔ  + ΒΓ  = ΑΒ  + ΑΓ  + ΒΔ  + ΓΔ  - ΑΔ  - ΒΓ
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    ΑΔ  + ΒΓ  = 4ΜΝ    

ΑΔ ΒΓ    ΜΝ  =  +      
4 4

   σφαίρα(ΑΔ) σφαίρα(ΒΓ) 









(6)

 

 
Ζήτημα 3ο 
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2

3

Έστω  ότι :
     Κ   μέσο του  ΑΒ
     Κ   μέσο του  ΒΓ
     Κ   μέσο του  ΓΔ
     Κ  μέσο του  ΑΔ
     ΗΘ  το κοινό εφαπτόμενο τμήμα των  (Κ), (Μ)
    Φέρνουμε την  ΑΗ  και η προέκτασή της τέμνει τ







α) 

ˆ ˆ ˆ
Δ Δ

1 1 2 1

1

ο ημικύκλιο  (Μ)  στο  Ε.
    Όμοια η προέκταση της  ΔΘ  τέμνει το ημικύκλιο  (Μ)  στο  Ε΄.

    Τα  ΑΗΚ , ΑΕΚ   είναι ισοσκελή, άρα  φ  = φ  = φ,  άρα  ΗΚ  // ΕΚ
    και επειδή  ΗΚ ΗΘ,  θα είναι  ΕΚ

ˆ ˆ ˆ
Δ Δ

3 1 2 3

3

ΗΘ  (1)

    Όμοια τα  ΔΘΚ , ΔΕ΄Κ   είναι ισοσκελή, άρα  ω  = ω  = ω,  άρα  ΘΚ  // Ε΄Κ
    και επειδή  ΘΚ ΗΘ,  θα είναι  Ε΄Κ ΗΘ  (2)
    Από  (1)  και  (2)  έχουμε ότι  Ε Ε΄.
    Εργαζόμαστε ομοίως κ



 


αι οι προεκτάσεις των  ΗΒ  και  ΘΓ  τέμνονται στο  
    σημείο  Ζ  του ημικυκλίου  (Λ).



ˆ

ˆ ˆ

Δ Δ

0

2

    Θα δείξουμε ότι τα σημεία   Ε  και  Ζ  
    ανήκουν στον ριζικό άξονα των κύκλων 
    με διαμέτρους  ΑΒ, ΓΔ.

    Τα  ΕΘΗ  και  ΕΑΔ   είναι όμοια 

    αφού έχουν   Ε = 90  (κοινή)  και  
    φ  = φ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ

0
2 3

Δ Δ
0

3 4

 = 90  - ω  = φ
ΕΘ ΕΗ    Άρα   =    ΕΑ ΕΗ = ΕΘ ΕΔ, δηλαδή 
ΕΑ ΕΔ

    το σημείο  Ε  ανήκει στον ριζικό άξονα των κύκλων με διαμέτρους  ΑΒ, ΓΔ.

    Όμοια  ΖΘΗ ΖΓΒ, αφού  Ζ = 90  (κοινή)  και  ω  = ω

  


ΖΘ ΖΗ    άρα   =    ΖΓ ΖΗ = ΖΘ ΖΔ, δηλαδή 
ΖΓ ΖΔ

    το σημείο  Ζ  ανήκει στον ριζικό άξονα των κύκλων με διαμέτρους  ΑΒ, ΓΔ.
    Το τετράπλευρο  ΕΗΖΘ  είναι ορθογώνιο διότι έχει  4  ορθές γωνίες.

EΖ = 

  
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ΗΘ (οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες).
   Φέρνω  Κ Ρ ΗΚ  ,  άρα  ΕΖ = ΗΘ = Κ Ρ

   Πυθαγόρειο Θεώρημα στο  Κ Κ Ρ   Κ Ρ  = Κ Κ - Κ Ρ    
   Κ Ρ  = (α + 2β + γ)  - (α - γ)  = α  + 4β  + γ  + 4αβ +




2 2

2

2
2

κυκλ(ΕΖ)

 4βγ + 2αγ - α  + 2αγ - γ
            = 4β  + 4αβ + 4βγ + 4αγ = 4β(β + α) + 4γ(β + α) = 4(α + β) (β + γ)

ΕΖ 1   Ε  = π = π ΕΖ  
2 4

1               = π 4(α + β) (β + γ) = π (α + β) (β + γ)
4

   


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γραμ (Ν) (Κ) (Λ) (Μ)

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

Ε  = Ε  - Ε  + Ε  - Ε  
1 1 1 1 1           = π(α + β + γ)  - πα  + πβ  - πγ  = π (α + β + γ)  - α  + β  - γ
2 2 2 2 2
1           = π(α  + β  + γ  + 2αβ + 2βγ + 2αγ - α  + β  - γ )
2
1           = 

  

2

κυκλ(ΕΖ)

π(2β  + 2αβ + 2βγ + 2αγ)
2
1           = π 2 (α + β) (β + γ)
2

           = Ε  

  
  


