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Ζήτημα 1ο 

Σχολικό βιβλίο Θεωρητική γεωμετρία του Ν.Δ.Νικολάου (εκδ.1965) σελίδες 196-197 

 



Ζήτημα 2ο 
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Έστω  Α  τυχαίο σημείο της ευθείας  ε.

Σχηματίζουμε το τρίγωνο  ΟΑΒ   

που είναι ορθογώνιο (ΟΑΒ  = 90 ) 
και ισοσκελές  (ΟΑ = ΑΒ)  
και τα  Ο, Α, Β  να ορίζουν 
τη θετική φορά στο επίπεδο  (σχ.1).

ΜΑ, ΜΟ  κ

.

Λ Λ Λ

Δ

αι  ΜΒ  διχοτόμοι των  ΟΑΒ, ΑΟΒ   και  ΟΒΑ   αντίστοιχα

και  Μ  το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου στο  ΟΑΒ

Όμοια για το σταθερό σημείο  Α΄  τέτοιο ώστε  ΟΑ΄ ε, σχηματίζουμε το

ορθογώνιο και ισοσκελές
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  ΟΑ΄Β΄   και  

Μ΄ το κέντρο του εγγεγραμμένου κύκλου στο  ΟΑ΄Β΄
45Ο  = Ο  = Ο  = Ο  =  = 22,5
2
90Α΄  = Α΄  = Α  = Α  =  = 45
2

Είναι  Ο  = Ο   και  Α΄  = Α ,  
ΟΜ΄άρα  ΟΑ΄Μ΄ ΟΑΜ  και  
Ο
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ΟΑ΄ =   (1)
Μ ΟΑ

Ο  = Ο  + Ο  + Ο  = 45  + Ο
 Ο  = Ο  (2)

Ο  = Ο  + Ο  + Ο  = 45  + Ο

Από  (1)  και  (2)  έχουμε  ΟΑΑ΄ ΟΜΜ΄,  άρα  Μ  = Α  = 90
Επομένως 
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ΟΜΜ΄  :  Μ  = 180  - (Μ΄  + Ο ) = 45  - Ο
 Μ  = Α   

ΟΑΑ΄   :  Α  = 180  - (Α΄  + Ο ) = 45  - Ο

άρα το τετράπλευρο 
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1 1είται στην ευθεία  ε   που διέρχεται από το  Μ΄ και  ε ΟΜ΄
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1 4 ΟΓΜΑ  είναι εγγράψιμο  και  Γ  = Ο  = 22,5

δηλαδή 

Όμοια,  αν τα  Ο, Α  και  Β  ορίζουν την αρνητική φορά στο επίπεδο  (σχ.2),

0
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η  ε   σχηματίζει με την  ε  γωνία  22,5

το  Μ  κινείται σε ευθεία  ε  .0 η οποία σχηματίζει με την  ε  γωνία  22,5
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Έστω  Μ  τυχαίο σημείο της ευθείας  ε   (όμοια αν  Μ  σημείο της  ε ). 
Φέρνουμε το τμήμα  ΟΜ  και 
κατασκευάζουμε εκατέρωθεν αυτού 

γωνίες  ΜΟΑ  = ΜΟx  = 22,5  
(Α  σημείο της ευθείας  ε)  (σχ

Αντίστροφα 

.

.
Λ
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.3)

Από το  Μ  γράφουμε κύκλο  C
που εφάπτεται στις  ΟΑ  και  ΟΒ.
Από το  Α  φέρνουμε την εφαπτόμενη στον κύκλο  C, 
η οποία τέμνει την ημιευθεία  Οx  στο σημείο  Β.

Αρκεί να δείξουμε ότι  ΟΑΒ  = 90
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ατίζουμε ξανά το  ΟΑ΄Β΄   (σχ.4)  και έχουμε :

Ο  = Γ  = 22,5
άρα το  ΟΜΑΓ  είναι εγγράψιμο,

άρα  Μ  = Α

Μ  = Α

Μ΄  = Α΄  = 90

άρα  ΟΜΜ΄  ΟΑΑ΄
ΟΜ΄ ΟΜάρα   =  
ΟΑ΄ ΟΑ

Είναι  Ο  = Ο  = 22,






ˆ ˆ

ˆ ˆ .

Λ Λ
0

0
2 2

Λ
0 0

2,3 2

ΟΜ΄ ΟΑ΄5   και   = ,  άρα  ΟΜ΄Α΄   ΟΜΑ
ΟΜ ΟΑ

άρα  Α  = Α΄  = 45   και  

Α  = 2Α  = 90   άρα   ΟΑΒ  = 90

Επομένως 



1 2ο ζητούμενος γ.τ. είναι οι ευθείες  ε   και  ε .
 

 
  



Ζήτημα 3ο 
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Έστω  R  η ακτίνα της σφαίρας με διάμετρο  ΑΒ
και  ρ  η ακτίνα της βάσης του κώνου  ΑΓΔ.
Το κυκλικό τμήμα  (τ)  αν περιστραφεί
περί την  ΑΒ  θα δώσει σφαιρικό δακτύλιο

1με όγκο  V  = π ΑΖ ΑΘ  (1)
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θογώνιο  ΑΖΒ  είναι :
ΑΖ  = ΑΒ ΑΘ    ΑΖ  = 2R ΑΘ  (2)

1 1Από  (1)  και  (2)  έχουμε  V  = π 2R ΑΘ     V  = π R ΑΘ  (3)
6 3

1Θα πρέπει  V  = V     
2

1 1 4π R ΑΘ  = π R    
3 2 3
ΑΘ  = 2R    ή  ΑΘ = R 2
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(2)   ΑΖ  = 2 2 R   (5)

Πυθαγόρειο Θεώρημα στο  ΑΖΘ  :

ΖΘ  = ΑΖ  - ΑΘ      ΖΘ  = 2 2 R  - 2R   

ΖΘ  = 2 ( 2 - 1) R     

ΖΘ = R 2 2 - 1  (6)

ΒΓ ΑΒΕίναι  ΑΒΓ ΑΘΖ,  άρα   =    
ΖΘ ΑΘ

ρ
R 2
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  ρ = 2R 2 - 1    
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ή  ρ  = 4R ( 2 - 1)    ρ  = 4 2 R  - 4R

 Κατασκευάζουμε τμήμα  ΚΛ = 2 R  (σχήμα 2)

 Κατασκευάζουμε τμήμα  ΜΡ = y,  με  y  = 4 2 R   (σχήμα 3)
 Κατασκευάζουμε τμήμα 
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Κατασκευή  του  ρ

2 2 2 ΣΤ = ρ,  με  ρ  = y  - 4R   (σχήμα 4)

  


