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Ζήτημα 2ο 

Από την εξίσωση  αx + y  = 2x  προκύπτει ότι  2x 0    x 0   
To σύστημα γίνεται : 

αx + y = 2x αx + y = -2x (α - 2)x + y = 0 (α + 2)x 
 ή      ή 

3x + 5y = 2 3x + 5y = 2 3x + 5y = 2
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+ y = 0
3x + 5y = 2

(α - 2)x + y = 0
  (Σ ) :

3x + 5y = 2 
α - 2 1

   D  =  = 5(α  - 2) - 3 = 5α - 13
3 5

0 1 α - 2 0
   D  =  = -2 0  και     D  =  = 2(α  - 2) = 2α - 4
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13  α   το  (Σ )  έχει μοναδική λύση
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DD -2 2α - 4        x =  =   και y =  = 
D 5α - 13 D 5α - 13

        

13    Aν  D  = 0    α = 

  

13     5α - 13 < 0   

    το 
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(α + 2)x + y = 0
  (Σ ) :

3x + 5y = 2 
α + 2 1

   D  =  = 5(α  + 2) - 3 = 5α + 7
3 5

0 1 α + 2 0
   D  =  = -2 0  και     D  =  = 2(α  + 2) = 2α + 4

2 5 3 2
7    Aν  D 0    5α + 7 0    α -   το  (Σ )  έχει 
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7    5α + 7 < 0

μοναδική λύση

DD -2 2α + 4        x =  =   και y =  = 
D 5α + 7 D 5α + 7

        

7    Aν  D  = 0    α = -     το  (Σ )  είναι αδύνατο
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Συνοψίζοντας : 

 Αν   α 

    α < -

< -
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7 -2 2α + 4 -2 2α + 4  το σύστημα έχει δύο λύσεις   ,   και   , 
5 5α - 13 5α - 13 5α + 7 5α + 7

7 13 -2 2α + 4 Αν   - α <   το σύστημα έχει μία λύση   , 
5 5 5α - 13 5α - 13

13 Αν   α   το σύστημα
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   είναι αδύνατο. 

 



 
Ζήτημα 3ο 

α) 

1 2 1 2
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x x - 1 + 1 x - 1 1 1y =    y =    y =  +     y = 1 +   (1)
x - 1 x - 1 x - 1 x - 1 x - 1

Πρέπει  x - 1 0    x 1
1 1 Για  x  < x  < 1    x  - 1 < x  - 1 < 0     >     

x  - 1 x  - 1
1  1 +  > 1 

x  - 1
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η1  λύση
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1+     y  > y ,
x  - 1

  άρα είναι γνησίως φθίνουσα για  x < 1
1 1 Για  1 < x  < x     0 < x  - 1 < x  - 1     >     

x  - 1 x  - 1
1 1  1 +  > 1 +     y  > y ,

x  - 1 x  - 1
  άρα είναι γνησίως φθίν
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ουσα για  x > 1
Για  x 1,  με  x < 1  είναι  y -

 
Για  x 1,  με  x > 1  είναι  y +
έχει (κατακόρυφη) ασύμπτωτη την  x = 1

x yy =    xy - y = x    xy - x = y   x (y - 1) = y   x =   
x - 1 y - 1

x =
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y - 1 

y - 1 + 1 y - 1 1 1    x =  +     x = 1 +  
y - 1 y - 1 y - 1 y - 1

Για  y 1,  με  y < 1  είναι  x -
Για  y 1,  με  y < 1  είναι  x -
έχει (οριζόντια) ασύμπτωτη την  y = 1

1(1)    y - 1 =   
x - 1
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x - 1 = x΄

= y΄

1  y΄ = 
x΄

Επομένως
η γραφική παράσταση είναι
καμπύλη  (υπερβολή) 
με κέντρο το σημείο  (1 , 1) 
και ασύμπτωτες 
τις ευθείες  y = 1  και  x = 1  
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xy = σ (x) =  
x - 1

Πρέπει  x - 1 0    x 1,  άρα το πεδίο ορισμού είναι το  ΙR  εκτός του  1.
x x x (x  - 1) x (x  - 1) -  - 

σ(x ) - σ(x ) x  - 1 x  - 1 (x  - 1)(x  - 1) (x  -λ =  =  = 
x  - x x  - x
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 1)(x  - 1)   
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x xx (x  - 1) - x (x  - 1)
(x  - 1)(x  - 1)   =  = 

x  - x

2 1 2 - x  - x x 1 2 1

1 2 1 2

2 1 2 1
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 + x -(x  - x )
(x  - 1)(x  - 1) (x  - 1)(x  - 1) = 

x  - x x  - x
- (x  - x )

   = 
1 2 2 1(x  - 1)(x  - 1)(x  - x ) 1 2

1 2
λ<0

1 2 2 1 2 1 1 2

-1 = 
(x  - 1)(x  - 1)

 Για  x , x (-  , 1)  είναι   λ < 0

  Αν   x  < x  < 1,  τότε   x  - x  > 0   σ(x ) - σ(x ) < 0    σ(x ) > σ(x )
  άρα η συνάρτηση  σ  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (-  , 1).
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λ<0
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x 1
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Για  x , x (1 , + )  επίσης είναι   λ < 0

  Αν   1 < x  < x ,  τότε   x  - x  > 0   σ(x ) - σ(x ) < 0    σ(x ) > σ(x )
  άρα η συνάρτηση  σ  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (1 , + ).

ορ y = -
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x -
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 έχει (κατακόρυφη) ασύμπτωτη την  x = 1
y = +

ορ y = 1
 έχει (οριζόντια) ασύμπτωτη την  y = 1

ορ y = 1

Επομένως
η γραφική παράσταση είναι
καμπύλη  (υπερβολή)
με ασύμπτωτες 
τις ευθείες  y = 
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1  και  x = 1 
και κέντρο το σημείο  (1 , 1)
(σημείο τομής των ασυμπτώτων)  



f

2 2 2

xf (x) =  
x - 1

Πρέπει  x - 1 0    x 1,  άρα  D  = ΙR - {1}.

x (x)΄ (x - 1) - x (x - 1)΄ x - 1 - x 1f΄(x) =  =  =  = -  < 0 
x - 1 (x - 1) (x - 1) (x - 1)

άρα η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στα 
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διαστήματα  (-  , 1)  και  (1 , + )

1 2f΄΄(x) = -  = -(x - 1)  = 2 (x - 1)  = 
(x - 1) (x - 1)

 Για  x (-  , 1)  είναι   f΄΄(x) < 0,  άρα η  f  είναι κοίλη στο  (-  , 1)
 Για  x (1 , + )
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x 1 x 1
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x - x -

  είναι   f΄΄(x) > 0,  άρα η  f  είναι κυρτή στο  (1 , + )

xf (x) =  = -
x - 1  έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την  x = 1

xf (x) =  = +
x - 1

xf (x) =  = 
x - 1
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x + x +

x - x +x 1 x 1

1
 έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  την  y = 1

xf (x) =  = 1
x - 1

Σύνολο τομών της  f :

f (A) = f (x) , f (x) f (x) , f (x)  

        = (-  , 1) (1 , + )
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      Γραφική παράσταση
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 y + 2x - α = 0
x   + 2x - α = 0    x x - 1     y =  

x - 1
    x + 2x(x - 1) - α(x - 1) = 0 
    x + 2x  - 2x - αx + α = 0   
    2x  - (1 + α)x + α = 0  

    Για να τέμνει η ευθεία  y + 2x - 
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β)

(2)

2

xα = 0  την καμπύλη  y = 
x - 1

    σε δύο σημεία θα πρέπει η δευτεροβάθμια εξίσωση  (2)  
    να έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες, 
    δηλαδή θετική διακρίνουσα.
    Δ = [-(1 + α)]  - 4 2 α = (1 + α  2 2 2

2

2

1,2

)  - 8α = 1 + 2α + α  - 8α =  α  - 6α + 1
    Πρέπει  α  - 6α + 1 > 0
    Το τριώνυμο  α  - 6α + 1  έχει  Δ΄ = 32  και ρίζες

6 32 6 4 2    α  =  =  = 3 2 2
2 2

 
  

 
α -               3 - 2 2                    3 + 2 2              + 

α2 - 6α + 1 + - + 
 
    Επομένως  α (-  , 3 - 2 2) (3 + 2 2 , + ).   

 


