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Ζήτημα 1ο 

 

  



Ζήτημα 2ο 
 

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ

Δ

Δ

Φέρνουμε τις διχοτόμους  ΑΔ, ΒΕ  και  ΓΖ

του τριγώνου  ΑΒΓ   και  Ι  είναι το έγγεντρο.

ΑΕίναι  ΒΑΑ΄ < ΒΑΔ = ,  άρα
2

η  ΑΑ΄  βρίσκεται εντός του  ΑΒΔ   (1)

ΒΕίναι  ΓΒΒ΄ < ΓΒΕ = ,  άρα
2

η  ΒΒ΄ 

η1  λύση

ˆˆ ˆ

,

Δ

Δ

(1)

(2)

Δ Δ

 βρίσκεται εντός του  ΒΓΕ   (2)

ΓΕίναι  ΑΓΓ΄ < ΑΓΖ = ,  άρα  η  ΓΓ΄  βρίσκεται εντός του  ΑΓΖ   (3)
2

Τα τμήματα  ΑΑ΄, ΒΒ΄ τέμνονται στο  Κ    

το  Κ  βρίσκεται εντός των τριγώνων  ΑΒΔ, ΒΓΕ

δη



Δ
λαδή το  Κ  βρίσκεται εντός του τριγώνου  ΒΔΙ  (4)

Από  (3)  και  (4)  έχουμε ότι το σημείο  Κ  δεν ανήκει στην  ΓΓ΄,
επομένως οι  ΑΑ΄, ΒΒ΄  και  ΓΓ΄ δεν συντρέχουν.

Τα τμήματα  ΑΑ΄, ΒΒ΄ τέμνοντα

η2  λύση

 

 

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ι στο  Κ.
Φέρνουμε  ΚΗ ΒΓ, ΚΘ ΑΓ  και  ΚΡ ΑΒ.

Το  ΚΗΒΡ  είναι εγγράψιμο με  ΗΒΚ < ΚΒΡ    

ΚΗ < ΚΡ    ΚΗ < ΚΡ  (5)

Το  ΚΘΑΡ  είναι εγγράψιμο με  ΡΑΚ < ΚΑΘ    

ΚΡ < ΚΘ    ΚΡ < ΚΘ  (6)
Από  (5), (6)  έ

  









  ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ

χουμε  ΚΗ < ΚΘ.
Το  ΚΗΓΘ  είναι εγγράψιμο με  ΚΗ < ΚΘ    

ΚΗ < ΚΘ    ΚΓΗ < ΚΓΘ  (7)

5Γ 6ΓΕίναι   = ΑΓΓ΄ < ΒΓΓ΄ =   (8)
11 11

Από  (7)  και  (8)  προκύπτει ότι η  ΓΓ΄ δεν διέρχεται από το  Κ.




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Δ
Φέρνουμε τις διχοτόμους  ΑΔ, ΒΕ  και  ΓΖ  του τριγώνου  ΑΒΓ

ΒΔ ΑΒΑπό θεώρημα εσ. διχοτόμου έχουμε   =  (9)
ΔΓ ΑΓ

ΑΕίναι  ΒΑΑ΄ < ΒΑΔ = ,  
2

άρα η  ΑΑ΄  βρίσκεται εντός της  ΑΒΔ  
και το σημείο  Α

η3  λύση

΄ βρίσκεται εντός του  ΒΔ.
ΒΑ΄ < ΒΔ  ΒΑ΄ ΒΔ     <  (10)
Α΄Γ > ΔΓ Α΄Γ ΔΓ

ΒΑ΄ ΑΒΑπό  (9)  και  (10)  έχουμε   <  (11)
Α΄Γ ΑΓ

Όμοια αποδεικνύουμε :
ΓΒ΄ ΒΓ το σημείο  Β΄ βρίσκεται εντός του  ΓΕ  και    <  (1
ΒΆ ΑΒ






 2) 

ΑΓ΄ ΑΓ το σημείο  Γ΄ βρίσκεται εντός του  ΑΖ  και    <  (13)
Γ΄Β ΒΓ

Από  (11), (12)  και  (13)  με πολλαπλασιασμό κατά μέλη έχουμε 
ΒΑ΄ ΓΒ΄ ΑΓ΄ ΑΒ ΒΓ ΑΓ ΒΑ΄ ΓΒ΄ ΑΓ΄ <      < 1
Α΄Γ ΒΆ Γ΄Β ΑΓ ΑΒ ΒΓ Α΄Γ ΒΆ Γ΄Β

Αν οι



      

 ευθείες  ΑΑ΄, ΒΒ΄  και  ΓΓ΄  διέρχονταν από το ίδιο σημείο 
ΒΑ΄ ΓΒ΄ ΑΓ΄από θεώρημα του Ceva θα ήταν   = 1.
Α΄Γ ΒΆ Γ΄Β

Επομένως οι ευθείες  ΑΑ΄, ΒΒ΄  και  ΓΓ΄  δεν διέρχονται από το ίδιο σημείο.

 

 

  



 
Ζήτημα 3ο 
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Παρατηρούμε ότι κάθε κύκλος  Κ   είναι 
εγγεγραμμένος στο κανονικό πολύγωνο  Π
και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος 
του πολυγώνου  Π

Κάθε κύκλος   Κ   είναι ομόκεντρος του  Κ
άρα όλοι οι κύκλοι έχου

.

ˆ

ν

ν ν

Δ
0

ν ν+1

0v+1

v

ν κοινό κέντρο  Ο.

Το σημείο  Ο  είναι εσωτερικό κάθε πενταγώνου  Π ,
αφού κάθε πεντάγωνο  Π   περιέχει τον κύκλο  Κ

Στο τρίγωνο  ΟΑ Α   είναι  Ο = 36   και
R  = λ = συν36  < 1 
R

  
Η ακολουθία των

1 2 v

 ακτίνων των κύκλων
R , R , ... , R   είναι μια φθίνουσα γεωμετρική 
πρόοδος  με λόγο  λ < 1  και έχει όριο  0,  
όταν το  ν  τείνει στο άπειρο.

Αν υποθέσουμε ότι υπάρχει σημείο  Λ  διαφορετικό του  Ο  
πο

μ

μ

υ βρίσκεται εντός κάθε κανονικού πενταγώνου, με  (ΟΛ) = ε > 0.
Τότε θα υπάρχει  μ  φυσικός αριθμός, τέτοιος ώστε  R  < (ΟΛ).
Επομένως το σημείο  Λ  βρίσκεται εκτός του κύκλου  Κ
δηλαλή το σημείο  Λ  βρί μ+1σκεται εκτός του κανονικού πενταγώνου  Κ . 

Συμπερασματικά το  Ο  είναι το μοναδικό κοινό σημείο όλων των πενταγώνων.

  

 
 
  
  




