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Ζήτημα 1ο 

.

α 0 β γα συνx + β ημx + γ = 0    συνx + ημx +  = 0
α α

π π βΓια κάθε  α, β 0 υπάρχει γωνία  ω  με  -  < ω <   και  εφω = 
2 2 α

γ ημω γΗ εξίσωση γίνεται  συνx + εφω ημx +  = 0    συνx + ημx = - 
α συνω



   



  

ος1  τρόπος

βεφω = 2 2 2α2
2 2 2 2

 = 0  
α

γ γσυνω συνx + ημω ημx = - συνω   συν(ω - x) = - συνω
α α

γΗ τελευταία για να μην έχει λύση πρέπει και αρκεί  - συνω  > 1  
α

γ γ 1 γ 1συν ω > 1     > 1    
α α 1 + εφ ω α β1 + 

α
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α 0

 > 1  

γ 1 γ > 1     > 1   
βα α  + β1 + 
α

β γα συνx + β ημx + γ = 0    συνx + ημx +  = 0
α α

βΓια κάθε  α, β 0 υπάρχει γωνία  θ  με  0 < θ < π  και  σφθ = 
α

Η εξίσωση γίνε
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γ  > α  + β

2  τρόπος

2
2
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γ συνθ γται  συνx + σφθ ημx +  = 0    συνx + ημx = -  = 0  
α ημθ α

γ γημθ συνx + συνθ ημx = - ημθ   ημ(θ + x) = - ημθ
α α

γΗ τελευταία για να μην έχει λύση πρέπει και αρκεί  - ημθ  > 1  
α

γ ημ θ > 1  
α
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    

 



βσφω = 2 2α
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γ 1 γ 1   > 1     > 1  
α 1 + σφ θ α β1 + 

α
γ 1 γ > 1     > 1   

βα α  + β1 + 
α
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 
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   2 2 2γ  > α  + β
 



 

2

2 2

2

2 2

2 2

 
x x1 - εφ 2εφ
2 2Είναι  συνx =   και   ημx = .x x1 + εφ 1 + εφ
2 2

Άρα  α συνx + β ημx + γ = 0   
x x1 - εφ 2εφ
2 2α  + β  + γ = 0  x x1 + εφ 1 + εφ
2 2
x x xα 1 - εφ  + 2β εφ  + γ 1 + εφ
2 2 2
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ος3  τρόπος

2 2

2

2

 = 0  

x x xα - α εφ  + 2β εφ  + γ + γ εφ  = 0  
2 2 2

x x(γ - α) εφ  + 2β εφ  + (γ + α) = 0
2 2

xΣτην τελευταία αν θέσουμε  εφ  = ω  γράφεται :
2

(γ - α) ω  + 2β ω + (γ + α) = 0
για να μην έχει λύση πρέπει και αρκε
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ί   Δ < 0  
(2β)  - 4(γ - α)(γ + α) < 0    

4β  - 4(γ  - α ) < 0    
β  - γ  + α  < 0   

 <

Για να έχει η εξίσωση  α συνx + β ημx + γ = 0  
λύσεις της μορφής  (2κ + 1)π,  με  κ  ακέραιο  θα π









 

2 2 2α  + β γ

ρέπει :
α συν(2κ + 1)π + β ημ(2κ + 1)π + γ = 0  
α (-1) + β 0 + γ = 0    
α - γ = 0    

  
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

α = γ .

 

  



Ζήτημα 2ο 
 

 

(+)

1 1 x + y x - y x + y(συνx + συνy) συν (x + y)    συν συν συν   
2 2 2 2 2

x + y x - y x + y x + y x - yσυν συν  - συν 0    συν συν  - 1 0  (2)
2 2 2 2 2

Η  (2)  ισχύει διότι :
π π - x
2 2   -π x +
π π  - y
2 2

    

      
 

    
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π x + y π-
2 2 2

π  - y
2

π x + y π x + y y π   -     συν 0
2 2 2 2

x - y x - y -1 συν 1    συν  - 1 0 
2 2

x + y x - yΤο  "="  ισχύει όταν   συν  = 0  ή  συν  = 1.
2 2

x + y x + y π συν  = 0     =     x + y = π  
2 2 2
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π π- x
2 2

π
2

(+)

π x - y π-
2 2 2

  

π π π π- x - x π x - y π2 2 2 2     -π x - y π   -
π π π π 2 2 2- y - -y
2 2 2 2

x - y x - y    συν  = 1     = 0    x - y = 0    
2 2

Σε κάθε περίπτωση το  "

 

 
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πx = y = ±
2

x = y



.

x = B

y = Γ

4

="  ισχύει όταν  

1 1 συνΒ + συνΓ Β + Γ(συνx + συνy) συν (x + y)    συν     
2 2 2 2
συνΒ + συνΓ π Α συνΒ + συνΓ Ασυν  -     ημ   

2 2 2 2 2
Α 2RσυνΒ + 2RσυνΓ Α  2συνΒ + 2συνΓ 4 ημ     4 ημ  
2 R 2
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x = y

ˆ ˆ

2 3

 

σ  + σ Α4 ημ
R 2

Το  "="  ισχύει όταν  x = y,  δηλαδή όταν  Β = Γ  (ισοσκελές τρίγωνο).
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 
 

  



Ζήτημα 3ο 

2 2

συν2x + συνx - 1 συν2x + συνx - 1 > 2     - 2 > 0    
συν2x συν2x

συν2x + συνx - 1 - 2συν2x συνx - 1 - συν2x > 0     > 0    
συν2x συν2x

(συνx - 1 - συν2x) συν2x > 0    [συνx - 1 - (2συν x - 1)] (2συν x 

 

 
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2 2

- 1) > 0    
1(συνx - 2συν x) 2 συν x -  > 0    
2

1 2 2-4 συνx συνx - συνx - συνx +  > 0    
2 2 2

1 2 2συνx συνx - συνx - συνx +  < 0
2 2 2

Για  0 < x < 2π :
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
π 3π συνx = 0    x =   ή  x = 
2 2

1 1 π 5π συνx -  = 0    συνx =     x =   ή  x = 
2 2 3 3

2 2 π 7π συνx -  = 0    συνx =     x =   ή  x = 
2 2 4 4
2 2 3π 5π συνx +  = 0    συνx = -     x =   ή  x = 

2 2 4 4
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x π π π 3π 5π 3π 5π 7π0                                                  2π
4 3 2 4 4 2 3 4

 

συνx +  + + - - - + + + 
1συνx - 
2

 +  + - - - - - + + 

2συνx - 
2

 +  - - - - - - - + 

2συνx + 
2

 +  + + + - + + + + 

Γινόμενο +  - + - + - + - + 
 

.π π π 3π 5π 3π 5π 7πΕπομένως :   < x <   ή   < x <   ή   < x <   ή   < x < 
4 3 2 4 4 2 3 4

 


