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Ζήτημα 1ο 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ .

0 0

0

Δ Δ

Έστω  AB = x  η ζητούμενη πλευρά του κανονικού δεκαγώνου.

Είναι  ΑΟΒ = 36   και  ΟΑΒ = ΟΒΑ = 72 .

Φέρουμε τη διχοτόμο  ΒΓ  της  ΟΒΑ,  άρα  ΟΒΓ = ΑΒΓ = 36

Tα  ΒΓΟ   και  ΑΒΓ   είναι ισοσκελή,  άρα

2 2

2 2

  ΑΒ = ΒΓ = ΟΓ = x.
Aπό θεώρημα εσωτερικής διχοτόμου είναι :
ΟΓ ΟΒ x R =      =     x  = R  - Rx    
ΑΓ ΑΒ R - x x

-R  R 5x  + Rx - R  = 0    x = 
2

-R - R 5 -R + R 5H  x =  < 0  απορρίπτεται,  άρα  x =   ή  
2 2

  




x  R = -1 + 5
2

 

 
Ζήτημα 2ο 



ˆ ˆˆ ˆ ˆ

Δ

ΟΜ//ΑΗ

Δ

Έστω  ΑΒΓ   το ζητούμενο τρίγωνο,  ΑΗ  το ύψος του
και  Ο  το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου του.

Αν  Μ  είναι το μέσο του  ΒΓ,  τότε :

Β - Γ ω ωΗΑΔ =  =     ΗΑΔ = ΟΜΑ = 
2 2 2

ΟΜΑ   ισοσκελές  



ˆ ˆ

ˆ

Δ

2 2 2 2 4 4

ω  ΟΑΜ = ΟΜΑ = 
2

Στο ορθογώνιο  ΑΒΓ  γνωρίζουμε την υποτείνουσα  
ωΑΔ = δ  και μια οξεία γωνία   ΗΑΔ =  ,  
2

άρα το ύψος  ΑΗ = υ  είναι κατασκευάσιμο.
Επίσης   β γ = 2R υ   β γ  = 4R υ     δ  + κ



      2 2

4 4 4 4 4 4
2

2 2

 = 4R υ     

δ  + κ δ  + κ δ  + κR  =     R =     R = ,  
4υ 4υ 2υ

άρα το  R  είναι κατασκευάσιμο.

 

 
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Επιμέρους κατασκευές
 Κατασκευή του ύψους  υ  (σχ.1)

  Το ύψος  υ  κατασκευάζεται ως κάθετη πλευρά
  σε ορθογώνιο τρίγωνο με υποτείνουσα  δ

ω  και μια οξεία γωνία  .
2

 Κατασκευή της ακτίνας  R
  1  τρόπο





.

2

2

4 4
2 2 2 2 4 4 2 2 2

2

δ2 2 λ = 4 4 2 2 2υ 2 2
2 κμ = 

2υ

ς
δ  + κ  β γ = 2R υ   β γ  = 4R υ     δ  + κ  = 4R υ   R  =     

4υ

δ  + κ δ κ  R =     R =  +     R = λ  + μ
4υ 2υ 2υ

        

   
    

   

2

2

  Το  λ  κατασκευάζεται αφού  δ  = 2υ λ,  δηλαδή το  δ  μέση ανάλογος των  λ, 2υ (σχ.2).
  Το  μ  κατασκευάζεται αφού  κ  = 2υ μ,  δηλαδή το  κ  μέση ανάλογος των  μ, 2υ (σχ.3).
  Το  R  κατασκευάζεται 





2 2 2

ος

2 2 2 2 4 4 2 2

δ  + κ  =λ
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

ως υποτείνουσα σε ορθογώνιο τρίγωνο με κάθετες  λ, μ  (σχ.4).

  2  τρόπος
  β γ = 2R υ   β γ  = 4R υ     δ  + κ  = 4R υ     

  (δ  + κ )  - 2δ κ  = 4R υ    λ  - 2δ κ  = 4R υ  

  (λ

       

     

.

2 2 2 2

2 2 2

2δ κ =μ λ  - μ  = ν
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

λ  + μ  = ρ

2 2 2 2

 - 2δ κ) (λ  + 2δ κ) = 4R υ    (λ  - μ ) (λ  + μ ) = 4R υ     

ν ρ  ν ρ  = 4R υ     ν ρ = 2R υ    R = 
2υ



       


     

 



 
  Το  λ  κατασκευάζεται ως υποτείνουσα σε ορθογώνιο τρίγωνο με κάθετες  δ, κ  (σχ.5).

  Το  μ  κατασκευάζεται αφού ως μέση ανάλογος των  δ, κ 2  (σχ.6).
  Το  ρ  κατασκευάζεται ως κάθετη σε ορθογώνιο τρί

η

γωνο με υποτείνουσα  λ  και
  άλλη κάθετη την  μ  (σχ.7).
  Το  ν  κατασκευάζεται ως υποτείνουσα σε ορθογώνιο τρίγωνο με κάθετες  λ, μ  (σχ.8).
  Τέλος το  R  κατασκευάζεται ως 4  ανάλογος των  2υ, ρ, ν.

 

2

2 2 2

ος

2 2 2 2 4 4 2 2

κ2 =μ4 2 δ2 2 2 2 2 2 2 2
2

δ +μ  =ν
2 2 2 2 2 2 2 2 2

  3  τρόπος
  β γ = 2R υ   β γ  = 4R υ     δ  + κ  = 4R υ     

κ κ  δ δ  +  = 4R υ      δ δ  +  = 4R υ   
δ δ

  δ δ  + μ  = 4R υ    δ ν  = 4R υ     δ

       

    
              

      .
2 2δ ν=λ λν = 2R υ    R = 

2υ


    

 

 
 

2  Το  μ  κατασκευάζεται αφού  κ  = δ λ,  δηλαδή το  κ  μέση ανάλογος των  μ, δ (σχ.9).
  Το  ν  κατασκευάζεται ως υποτείνουσα σε ορθογώνιο τρίγωνο με κάθετες  δ, μ  (σχ.10).
  Το  λ  κατασκευάζεται αφού



2

 ως μέση ανάλογος των  δ, ν  (σχ.11). 
  Τέλος το  R  κατασκευάζεται αφού  λ  = R 2υ,  δηλαδή 
  το  λ  μέση ανάλογος των  R , 2υ (σχ.12).



 
 

  



 

ˆ ˆ .

ος

4 4

Κατασκευή του τριγώνου  ΑΒΓ

1  τρόπος

δ  + κΣε κύκλο ακτίνας  R =   γράφουμε μια διάμετρο  ΑΕ.
2υ

Στο ίδιο ημικύκλιο παίρνουμε ημιευθείες  Αx  και  Αy,
ωτέτοιες ώστε  xAy = yAE = 
2

Επί της  Αy  παίρνουμε σημείο  Δ,  τέτοιο ώστε  ΑΔ = δ.
Από το  Δ  φέρουμε ευθεία κάθετη στην  Αx
η οποία τέμνει τον κύκλο στα σημεία  Β  και  Γ.
Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι το ζητούμενο.

Απόδειξη

Αν  ΑΗ  το ύψος του τριγώνου, τότ ˆ

ˆ ˆ ˆ
0

0

Δ Δ

ω Β - Γε  ΗΑΔ =  = 
2 2

Β - Γ 180  - Β - Γ ΑΒΑΔ = ΒΑΗ + ΗΑΔ = 90  - Β +  =  = ,  
2 2 2

άρα η  ΑΔ  είναι η διχοτόμος του τριγώνου  ΑΒΓ  με μήκος  ΑΔ = δ  από κατασκευή.

Είναι  ΑΗΒ ΑΓΕ  (διότι είναι ορθογώνι ˆ ˆ

4 4
4 4 2 2 4 4

0

ΑΗ ΑΒα με  Β = Ε),  άρα   =   
ΑΓ ΑΕ

υ γ δ  + κ =     β γ = 2Rυ    β γ = 2 υ   β γ = δ  + κ    β γ  = δ  + κ
β 2R 2υ

Διερεύνηση

 Πρέπει  ω = Β - Γ < 180
 Για να κατασκευαστεί το τρίγωνο αρκεί η ευθεία



       




ˆ ˆΔ Δ

  ΒΓ  που φέρουμε από το  Δ
  να τέμνει τον κύκλο, δηλαδή το  Δ  να βρίσκεται εντός του κύκλου  ή  ΑΔ < ΑΜ.

ω  Είναι  ΑΗΔ ΑΜΕ  (διότι είναι ορθογώνια με  ΔΑΗ = ΜΑΕ = ),  άρα  
2

ΑΗ ΑΔ υ   =      =
ΑΜ ΑΕ ΑΜ





4 4δ  + κR = 
2υ 4 4

4 4 4 4 4
2

2 2

δ     ΑΜ δ = 2Rυ    ΑΜ δ = δ  + κ    
2R

δ  + κ δ  + κ κ  ΑΜ =     ΑΜ =    ΑΜ = δ  +  > δ = ΑΔ.
δ δ δ

Επομένως μοναδική προϋπόθεση είναι   

    

 

0ω = Β - Γ < 180
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Κατασκευή του τριγώνου  ΑΒΓ

2  τρόπος

Κατασκευάζουμε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΗΔ, 
ωμε  Η = 90 ,  ΑΔ = δ  και  ΔAΗ = .
2

Εκτός του  ΑΗΔ   κατασκευάζουμε τμήμα  

δ  + κ ωΑΟ = R = , με  ΟAΔ = ΔAΗ = .
2υ 2

Με κέ .

Δ

ντρο το  Ο  και ακτίνα  R  γράφουμε κύκλο
Η ευθεία  ΗΔ  τέμνει τον κύκλο στα σημεία  Β  και  Γ.
Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι το ζητούμενο.

Απόδειξη

Αν η  ΑΔ  τέμνει τον κύκλο στο  Μ,  τότε το  ΟΑΜ  είναι ισοσ

ˆ ˆ ˆ

Δ Δ

κελές και
ωΟΑΔ = ΟΜΔ =  = ΗΑΔ,  άρα  ΑΗ//ΟΜ,  άρα  ΟΜ ΒΓ  και  Μ  είναι το μέσο του  ΒΓ.
2

Τότε η  ΑΔ  είναι η διχοτόμος του τριγώνου  ΑΒΓ  με μήκος  ΑΔ = δ  από κατασκευή.

Είναι  ΑΗΒ ΑΓΕ  (διότι είνα



 ˆ ˆ

4 4
4 4 2 2 4 4

0

ΑΗ ΑΒι ορθογώνια με  Β = Ε),  άρα   =   
ΑΓ ΑΕ

υ γ δ  + κ =     β γ = 2Rυ    β γ = 2 υ   β γ = δ  + κ    β γ  = δ  + κ
β 2R 2υ

Διερεύνηση

 Πρέπει  ω = Β - Γ < 180
 Για να κατασκευαστεί το τρίγωνο αρκε



       




ˆ ˆΔ Δ

ί η ευθεία  ΒΓ  που φέρουμε από το  Δ
  να τέμνει τον κύκλο, δηλαδή το  Δ  να βρίσκεται εντός του κύκλου  ή  ΑΔ < ΑΜ.

ω  Είναι  ΑΗΔ ΑΜΕ  (διότι είναι ορθογώνια με  ΔΑΗ = ΜΑΕ = ),  άρα  
2

ΑΗ ΑΔ   = 
ΑΜ ΑΕ



4 4δ  + κR = 
2υ 4 4

4 4 4 4 4
2

2 2

υ δ     =     ΑΜ δ = 2Rυ    ΑΜ δ = δ  + κ    
ΑΜ 2R

δ  + κ δ  + κ κ  ΑΜ =     ΑΜ =    ΑΜ = δ  +  > δ = ΑΔ.
δ δ δ

Επομένως μοναδική προϋπόθεση είναι   

     

 

0ω = Β - Γ < 180
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Κατασκευή του τριγώνου  ΑΒΓ

3  τρόπος

Κατασκευάζουμε γωνία  xOy = 180  - ω, 
και επί των πλευρών της  Οx  και  Oy  παίρνουμε σημεία  

δ  + κΑ  και  Μ  αντίστοιχα, ώστε  ΟΑ = ΟΜ = R = 
2υ

Με κέντρο το  Ο .  και ακτίνα  R  γράφουμε κύκλο
Στην  ΑΜ  παίρνουμε τμήμα  ΑΔ = δ.
Από το  Δ  φέρουμε ευθεία κάθετη στην  ΟΜ,
η οποία τέμνει τον κύκλο στα σημεία  Β  και  Γ.
Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι το ζητούμενο.

Απόδειξη

Α ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

Δ Δ
0

ΑΗ//ΟΜ

0
0

ν  ΑΗ  το ύψος του  ΑΒΓ,  τότε το  ΟΑΜ  είναι ισοσκελές με  ΑΟΜ = 180  - ω,  άρα
ω ω ωΟΑΔ = ΟΜΔ =    ΗΑΔ = ΟΜΔ = ,  άρα  ΟΑΔ = ΗΑΔ = .
2 2 2

Β - Γ 180  - Β -ΒΑΔ = ΒΑΗ + ΗΑΔ = 90  - Β +  = 
2



ˆ ˆΔ Δ

 Γ Α = ,  άρα
2 2

η  ΑΔ  είναι η διχοτόμος του τριγώνου  ΑΒΓ  με μήκος  ΑΔ = δ  από κατασκευή.
Αν  Ε  είναι το αντιδιαμετρικό σημείο του  Α,  τότε είναι  

ΑΗΒ ΑΓΕ  (διότι είναι ορθογώνια με  Β = Ε),  άρα

4 4
4 4 2 2 4 4

0

ΑΗ ΑΒ   =   
ΑΓ ΑΕ

υ γ δ  + κ =     β γ = 2Rυ    β γ = 2 υ   β γ = δ  + κ    β γ  = δ  + κ
β 2R 2υ

Διερεύνηση

 Πρέπει  ω = Β - Γ < 180
 Για να κατασκευαστεί το τρίγωνο αρκεί η ευθεία  ΒΓ  που φέρουμε απ



       




ˆ ˆΔ Δ

ό το  Δ
  να τέμνει τον κύκλο, δηλαδή το  Δ  να βρίσκεται εντός του κύκλου  ή  ΑΔ < ΑΜ.

ω  Είναι  ΑΗΔ ΑΜΕ  (διότι είναι ορθογώνια με  ΔΑΗ = ΜΑΕ = ),  άρα  
2

ΑΗ ΑΔ υ δ   =      =     ΑΜ δ = 2Rυ 
ΑΜ ΑΕ ΑΜ 2R



  

4 4δ  + κR = 
2υ

4 4

4 4 4 4 4
2

2 2

   ΑΜ δ = δ  + κ    

δ  + κ δ  + κ κ  ΑΜ =     ΑΜ =    ΑΜ = δ  +  > δ = ΑΔ.
δ δ δ

Επομένως μοναδική προϋπόθεση είναι   

  

 

0ω = Β - Γ < 180



Ζήτημα 3ο 

1 2

1 1 2 1 2 1

Δ Δ

1 2

Tέμνουμε τον κώνο με επίπεδο που διέρχεται
από τα κέντρα  Κ   και  Κ   των σφαιρών (σχήμα).
Φέρνουμε  τις ακτίνες  Κ Ζ = R ,  Κ Ε = R , την  Κ Η Κ Ζ
και την κοινή εσωτερική εφαπτομένη  ΛΜ.

ΑΚ Ζ ΑΚ Ε (ορ



 ˆ

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2 1 1 2

1
1 1 2 1 2

θογώνια με  ΒΑΟ  κοινή)    
ΑΚ ΑΚ ΑΚ  - ΑΚ Κ Κ R  + R =  =  =  =  (1)
R R R  - R R  - R R  - R

  
Eύρεση του ύψους  ΑΟ = υ  του κώνου

ΑΚ R  + R R  + R R(1)    =     ΑΚ  = 
R R  - R R  - R



 

ος1  τρόπος

2 2
1 1 2 1

1 1 1
1 2 1 2

2
2 1 2 2 1 2

2
2 1 2 1 2

2 2
2 1 2 1

2 2 2 1
1 2 1 2

 

R  + R R 2Rυ = ΑΚ  + Κ Ο =  + R   υ =  (2)
R  - R R  - R

ΑΚ R  + R R  + R R(1)    =     ΑΚ  =  
R R  - R R  - R

R  + R R 2Rυ = ΑΚ  + Κ Λ + ΛΟ =  + R  + 2R   υ =  (2)
R  - R R  - R



 



ος2  τρόπος

2
1 1 2 1 1 1 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2 1 2

Δ
2 2 2

1 2 2 1 2 1

2 2 2 2
1 2 1 2

ΑΚ R  + R ΑΚ  + R R  + R  + R  - R 2R(1)    =      =   υ =  (2)
R R  - R R R  - R R  - R

Πυθαγόρειο θεώρημα στο  ΗΚ Κ  : Κ Η  = Κ Κ  - ΗΚ     

ΕΖ  = (R  + R )  - (R  - R )   ΕΖ  = 4R

  





ος3  τρόπος

( )

ˆ

1 2 1 2

Δ Δ

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

R     EZ = 2 R R  (3)

ΑΚ Ζ ΑΚ Ε (ορθογώνια με  ΒΑΟ  κοινή)    

2 R RΑZ ΑE ΑZ - ΑE EZ =  =  =  =   (4) 
R R R  - R R  - R R  - R



 
3

  



1 2 1 1 2

1 1 2 1 2
2

1
Δ Δ

1 2
1

1 1 1 1 2

1 2
2

1

1 2

Eύρεση της ακτίνας  R  της βάσης του κώνου

2 R R 2R R RΑZ(4)    =     ΑΖ =  
R R  - R R  - R

2R
R  - RΟΒ ΑΟ ΟΒΑΟΒ ΑΖΚ    =    =   

R ΑΖ R 2R R R
R  - R

RΟΒ = R =  (5) 
R R

(4) 

 

   

ος

ος

1  τρόπος

2  τρόπος

1 2 2 1 2

2 1 2 1 2
2

1
2Δ Δ

1 2 1
2

2 2 2 1 2 1 2

1 2

(3)

1 2

2
2 1

2 2

2 R R 2R R RΑΕ   =     ΑΕ =  
R R  - R R  - R

2R
R  - R RΟΒ ΑΟ ΟΒΑΟΒ ΑΕΚ    =    =   ΟΒ = R =  (5)

R ΑΕ R 2R R R R R
R  - R

ΕΖΕίναι  ΜΛ = ΜΖ = ΜΕ =  =  R R
2

R  + R RΑΛ = ΑΚ  + Κ Λ = 

 

   

ος3  τρόπος

2 1 2
2

1 2 1 2
2

1
2Δ Δ

1 2 1

1 21 2 1 2

1 2

2
2 2 4 2(2)

2 1 1 1 1
(5)

1 2 1 2 11 2

2R R + R   ΑΛ = 
R  - R R  - R

2R
R  - R RΟΒ ΑΟ ΟΒΑΟΒ ΑΛΜ   =    =   ΟΒ = R =  (5)2R RΜΛ ΑΛ R R R R
R  - R

R 2R R 2R1 1 1V = π R υ    V = π     V = π
3 3 R  - R 3 R R RR R



   

 
         

 

 

2

  
 - R






5
1

2 1 2

2π RV =  
3R R  - R

 

 




