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Ζήτημα 1ο 

Δύο επίπεδα είναι παράλληλα ή τέμνονται σε μια ευθεία ή ταυτίζονται. 

 

 



Ζήτημα 2ο 
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α) ΗΑΕ = 360  - 90  - 120  - 90  = 60
    
    Προεκτείνουμε την  ΖΗ  προς το  Η  και
    έστω ότι τέμνει την ευθεία  ΑΕ  στο  Ε΄.

    Στο  ΑΗΕ΄  είναι  ΑΗΕ΄ = 90   και  ΗΑΕ = 60

    άρα  Η

ος1  τρόπος
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Δ
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Ε΄Α = 30   και 
ΑΕ΄    ΑΗ =    ΑΕ΄ = 2 ΑΗ = 2α,  δηλαδή  Ε Ε΄.
2

    

    Νόμος συνημιτόνων στο  ΑΗΕ  :  ΗΕ  = ΑΗ  + ΑΕ  - 2 ΑΗ ΑΕ συν60   
1    ΗΕ  = α  + (2α)  - 2 α 2α  = α  + 4α  - 2α  =  
2
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3α   ΗΕ = α 3

    Στο  ΑΗΕ  είναι  ΑΕ  = ΑΗ  + ΗΕ  = 4α ,  

    άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με  ΑΗΕ = 90

    ΖΗΕ =  ΖΗΑ + ΑΗΕ = 90  + 90  = 180 ,  άρα  Ζ, Η, Ε  είναι συνευθειακά.

β) Υπολογισμός π
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εριμέτρου πενταγώνου

Φέρνουμε το ύψος  ΒΚ  του τριγώνου  ΑΒΓ.
ΑΒΣτο  ΑΚΒ  είναι  Κ = 90   και  ΚΑΒ = 60 ,  άρα  ΚΒΑ = 30   και  ΚΑ =  = α
2

Π.Θ. στο  ΑΚΒ  :  ΒΚ  = ΑΒ  - ΑΚ  = (2α)  - α  
    

ος1  τρόπος
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Δ
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= 3α     ΒΚ = α 3

Π.Θ. στο  ΒΚΓ  :  ΒΓ  = ΓΚ  + ΚΒ  = (2α)  + (α 3)  = 7α     ΒΓ = α 7

Νόμος συνημιτόνων στο  ΑΒΓ  :  ΒΓ  = ΑΓ  + ΑΒ  - 2 ΑΓ ΑΒ συν120   
1ΒΓ  = α  + (2α)  - 2 α 2α -  = α
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ος2  τρόπος

2 2 2 2 + 4α  + 2α  =  7α   ΒΓ = α 7

    Περίμετρος = ΒΓ + ΓΖ + ΖΗ + ΗΕ + ΕΔ + ΔΒ 

                      = α 7  + α + α + α 3 + 2α + 2α

                      = 6α + α 7 + α 3  

                      = 



(6 + 7 + 3)α
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    Υπολογισμός εμβαδού πενταγώνου

Π.Θ. στο  ΑΚΒ  :  ΒΚ  = ΑΒ  - ΑΚ  = (2α)  - α  = 3α     ΒΚ = α 3
1 1 α 3    (ΑΒΓ) = ΑΓ ΒΚ = α α 3 = 
2 2 2

1 1 3 α 3(ΑΒΓ) = ΑΓ ΑΒ ημ120  = α 2α  = 
2 2 2 2
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1 1 α 3  (ΑΕΗ) = ΑΗ ΕΗ = α α 3 = 
2 2 2

    (ΒΔΕΖΓ) = (ΑΒΓ) + (ΑΕΗ) + (ΑΒΔΕ) + (ΑΓΖΗ) 
α 3 α 3                   =  +  + (2α)  + α

2 2
                   = α 3 + 4α  + α  

                   = α 3 + 5α
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           = 2(5 + 3)α

 

 
 
Ζήτημα 3ο 
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 0  < ω < 180
Ανάλυση
Έστω  ΑΒΓ  το ζητούμενο τρίγωνο.
Η κορυφή  Α  βρίσκεται σε ευθεία  ε//ΒΓ
σε απόσταση  ΑΔ = υ . 
Έστω  Γ΄ το συμμετρικό του  Γ  ως προς την  ε.

Γ = ΓΑΕ  (εντός εναλλάξ)

ΓΑΕ =



η1  λύση
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 Γ = ΓΑΕ = Γ΄ΑΕ
 Γ΄ΑΕ  (από συμμετρία)

ΒΑΓ΄ = Α + 2Γ = 180  - Β - Γ + 2Γ = 180  - (Β - Γ) = 180  - ω  (σταθερή)
Το σημείο  Α  βλέπει το σταθερό τμήμα  ΒΓ΄ υπό σταθερή γωνία  180  - ω
άρα
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 το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι κατασκευάσιμο.
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Κατασκευή
Φέρουμε ευθεία  ε//ΒΓ  σε απόσταση  υ . 
Έστω  Γ΄ το συμμετρικό του σημείου  Γ  
ως προς την ευθεία  ε  και  Κ  το σημείο
τομής της  ΒΓ΄ με την ευθεία  ε.
Φέρουμε τη μεσοκάθετο  μ  του  ΒΓ΄.
Από τ

ˆ
ο  Β  φέρουμε ημιευθεία  Βx,

τέτοια ώστε  ΑΒx = ω
Από το  Β  φέρουμε επίσης κάθετη στη  Βx  η οποία τέμνει τη  μ  στο  Ο.
Με κέντρο το  Ο  και ακτίνα  ΟΒ  γράφουμε τόξο  ΒΓ΄,
το οποίο τέμνει την ευθεία  
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ε  στο σημείο  Α.
Το  Α  είναι το ζητούμενο σημείο.

Απόδειξη

Ισχύουν :  ΒΓ = α  και  ΑΔ = υ   από την κατασκευή. Θα δείξουμε ότι  ω = Β - Γ.

Γ = ΓΑΕ  (εντός εναλλάξ)

ΓΑΕ = Γ΄ΑΕ  (από συμμετρία)
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 Γ = ΓΑΕ = Γ΄ΑΕ

Από κατασκευή  ΒΑΓ΄ = 180  - ω     Α + 2Γ = 180  - ω     

Α + 2Γ = Α + Β + Γ - ω    ω = Β - Γ

Διερεύνηση

 Aν  ω  180   το πρόβλημα δεν έχει λύση.

 Aν  ω = 0 ,  τότε   Β 
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= Γ,  
  άρα έχουμε ισοσκελές τρίγωνο με βάση  α  και ύψος  υ .

 Aν  -180  < ω < 0 ,  τότε δουλεύουμε ανάλογα με   Γ - Β = -ω = ω΄
  και  0  < ω΄ < 180

 Aν  ω  -180   το πρόβλημα δεν έχει λύση.
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  0  < ω < 180

Ανάλυση
Έστω  ΑΒΓ  το ζητούμενο τρίγωνο.
Η κορυφή  Α  βρίσκεται σε ευθεία  ε//ΒΓ
σε απόσταση  ΑΔ = υ . 

Εξωτερικά του  ΑΒΓ   φέρουμε μια ευθεία  x΄x, τέτοια ώστε  ΒΑx = Γ
η οποί



η2  λύση
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α τέμνει τον φορέα της   ΒΓ  στο σημείο  Ε.

Στο  ΑΒΕ  η  ΑΒΓ  είναι εξωτερική,  άρα

Β = Ε + ΒΑx    Β = Ε + Γ   Ε = Β - Γ   Ε = ω.

Το ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΔΕ  είναι κατασκευάσιμο διότι γνωρ
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ίζουμε
τις γωνίες του και την κάθετη πλευρά  ΑΔ = υ . 
Επομένως το τμήμα  ΑΕ = z  είναι κατασκευάσιμο.

Γ = ΕΑΒ ΑΕ ΓΕ ΕΑΓ ΕΒΑ   άρα   =   ΑΕ  = ΒΕ ΓΕ  
ΒΕ ΑΕΕ κοινή

z  = y (y + α)  με  ΒΕ = y,  άρα
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  το τμήμα  y  είναι κατασκευάσιμο.
Επομένως το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι κατασκευάσιμο.
Κατασκευή
1. Κατασκευάζουμε το τμήμα  z (υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου 
   με μια γωνία  ω  και την απέναντι κάθετη πλευ α

2

ρά  υ ).
2. Κατασκευάζουμε τμήμα  y,  τέτοιο ώστε  y (y + α) = z . 
    Γράφουμε ημικύκλιο διαμέτρου  ΒΓ.
    Ο  είναι το κέντρο του ημικυκλίου.
    Φέρουμε  ΒΔ ΒΓ,  με  ΒΔ = z.
    Η  ΔΟ  τέμνει το ημικύκ
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λιο στο  Α.

    Π.Θ.  στο  ΒΟΔ  : ΔΟ  - ΒΟ  = ΔΒ   

α α    ΔΑ +  -  = z    ΔΑ (ΔΑ + α) =  z ,  άρα  ΔΑ = y.
2 2

3. Σχεδιάζουμε τμήμα  ΒΓ = α  και ευθεία   ε//ΒΓ  σε απόσταση  υα.
    Προεκτεί
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νουμε τη  ΒΓ  προς το  Β  κατά τμήμα  ΒΕ = y.
    Φέρουμε ημιευθεία  Εx΄,  ώστε  ΓΕx = ω, η οποία τέμνει την  ε  στο  Α.
    Το  Α  είναι το ζητούμενο σημείο.
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Απόδειξη
Ισχύουν :  ΒΓ = α  και  ΑΔ = υ   από την κατασκευή. 

Θα δείξουμε ότι  ω = Β - Γ.
y z ΒΕ ΑΕΕίναι  y (y + α) = z      =       = 
z y + α ΑΕ ΓΕ

και  ΓΕΑ = ΒΕΑ

ΑΕΒ ΓΕΑ  ,  άρα  ΒΑΕ = Γ

Β  εξω
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τερική γωνία στο  ΑΕΒ,  άρα  Β = Γ + ω   ω = Β - Γ

Διερεύνηση

 Aν  ω  180   το πρόβλημα δεν έχει λύση.

 Aν  ω = 0 ,  τότε   Β = Γ,  
  άρα έχουμε ισοσκελές τρίγωνο με βάση  α  και ύψος  υ .

 Aν
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  -180  < ω < 0 ,  τότε δουλεύουμε ανάλογα με   Γ - Β = -ω = ω΄
  και  0  < ω΄ < 180

 Aν  ω  -180   το πρόβλημα δεν έχει λύση.

 Aν  90  < ω < 180 ,  έχουμε το παρακάτω σχήμα
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