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α) ,  άρα   
1 - συν2x 1 - συν2y   ημ x + ημ y + ημ z - 2 =  +  + 1 - συν z - 2

2 2
1 - συν2x + 1 - συν2y + 2 - 2συν z - 4                                       = 

x + y + z = 2π  x + y = 2π - z συν(x + y) = συν(2π - z) = συνz

2

2

2
-συν2x - συν2y - 2συν z                                       =           

2
συν2x + συν2y + 2συν z                                       = -       

2
2x + 2y2συν

                                       = -
2

2

2

2x - 2yσυν  + 2συν z
2 2

2
2συν(x + y) συν(x - y) + 2συν z                                       = -

2
                                       = - συν(x + y) συν(x - y) + συν z

                            





  

 
 

2           = - συνz συν(x - y) + συν z

                                       = -συνz συν(x - y) + συνz
                                       = -συνz συν(x - y) + συν(x + y)
                         

  




2 2 2

              = -συνz 2συνx συνy
                                       = -2 συνx συνy συνz
β) ημ 2Α + ημ 2Β + ημ 2Γ = 2   και  2Α + 2Β + 2Γ = 2(Α + Β + Γ) = 2π
   άρα από το  (α)  ερώτημα  έχουμε :
   ημ

 
  

2 2 2

0 0 0 0

2Α + ημ 2Β + ημ 2Γ - 2 = -2 συν2Α συν2Β συν2Γ  
   0 = -2 συν2Α συν2Β συν2Γ  συν2Α = 0  ή  συν2Β = 0  ή  συν2Γ = 0

   Είναι  συν2ω = 0    2ω = 90   ή  2ω = 270     ω = 45   ή  ω = 135
    

   
   

 



0 00 <ω<180

     ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

0 0 0 0 0 0

0

Αν  συν2Α = συν2Β = συν2Γ = 0,  τότε

      Α = 45  ή  Α = 135  και Β = 45  ή  Β = 135  και Γ = 45  ή  Γ = 135

       Άτοπο διότι  Α + Β + Γ = 180
    Αν  συν2Α = συν2Β = 0  και  συν2Γ 0,  τότ 

 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

0 0

0 0 0 0

ε

      Α = Β = 45   και  Γ = 90     

    Αν  συν2Α = 0  και  συν2Β συν2Γ 0,  τότε

      Α = 45   ή  Α = 135   και  Β 90   και  Γ 90     



  

  

ΑΒΓ  ορθογώνιο και

ΑΒΓ  όχ

 ι

ι 

σοσκελές

 ορθογώνιο      με ή0 0ΑΒΓ τρίγωνο με    μιαμια  γω γωνία νία  45  135 

 



Ζήτημα 3ο 

1 2

1

Έστω μια τυχαία θέση του  ΛΜ.
Το κέντρο  Ο  του περιγεγραμμένου 
κύκλου του  ΚΛΜ  βρίσκεται στη 
μεσοκάθετο  (μ)  του  ΛΜ, δηλαδή 
στη μεσοπαράλληλο των  (ε )  και  (ε ).
Από το  Κ  φέρουμε κάθετο στις  ε

.

2

Δ

 , μ , ε
η οποία τις τέμνει στα  Α, Γ  και  Β  αντίστοιχα.

ΑΒ δΕίναι  ΚΑ = ε,  ΑΓ = ΓΒ =  = 
2 2

δ Αν  Γ Ο,  τότε  ΚΓ = ΟΓ     ε +  = R.
2

 Αν  Γ, O  δεν ταυτίζονται,  τότε στο  ΚΟΓ   είναι :  ΚΓ 

  



η1  λύση

Δ

0

Δ

Δ

δ< ΚΟ    ε +  < R. 
2

δΣε κάθε περίπτωση είναι  ε +   R. 
2

ΚΛ ΚM Νόμος ημιτόνων στο  ΚΛΜ :  =  = 2R  (1)
ημy ημ(90 +x)

ΚA ΚA ε Στο  ΚΛΑ  : ημx =     ΚΛ =     ΚΛ =    (2)
ΚΛ ημx ημx

 Στο  ΚΜΒ  : ημ(9







  



η2  λύση

0

0

(2), (3)

(4)

ΚB ε + δ ε + δ0 -y) =     συνy =    ΚΜ =    (3)
ΚM ΚM συνy

 ημ(90  + x) = συνx  (4)
ε ε + δ

ε ε + δημx συνy(1)   =  = 2R    =  = 2R  
ημy συνx ημx ημy συνx συνy

2ε + δ 2ε = 2R     
ημx ημy + συνx συνy

 



  
 


 

(5)

 + δ 2ε + δ = 2R    συν(x - y) =   (5)
συν(x - y) 2R

2ε + δ δEίναι  συν(x - y)  1      1    2ε + δ  2R    ε +   R
2R 2



      




