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Ζήτημα 2ο 
 

x + y = α  (1)
(Σ) : 

συνx συνy = λ ημα  (2)
συν(x + y) + συν(x - y)(2)     = λ ημα    συνα + συν(x - y) = 2λ ημα  

2
συν(x - y) = 2λ ημα - συνα  (3)

 Αν  2λ ημα - συνα < -1  ή  2λ ημα - συνα > 1 


  

    



 

(1)

 το  σύστημα είναι ΑΔΥΝΑΤΟ.

 Αν  -1  2λ ημα - συνα  1    -1 + συνα  2λ ημα  1 + συνα  (4)
 Αν  ημα = 0    α = κπ, κ Ζ  και  συνα = 1  (5)

  Η  (4)  ισχύει και η  (3)  γίνεται : συν(x - y) = 1  





      
   

  x - y = μπ, μ Ζ  (6)
x + y = κπ, κ Ζ

  Από  (5)  και  (6)  το  (Σ)  ισοδυναμεί με το    
x - y = μπ, μ Ζ

π π  από το οποίο προκύπτει  (x , y) = (κ + μ)  , (κ - μ) ,  κ, μ Ζ
2 2

 Αν  ημα > 0  τότε η

 


 

   
 

 .-1 + συνα 1 + συνα  (4)  γίνεται  λ
2ημα 2ημα

-1 + συνα 1 + συνα  Για  λ  ,   υπάρχει γωνία  ω [0 , π], 
2ημα 2ημα

  τέτοια ώστε  συνω = 2λ ημα - συνα  και η  (3)  γίνεται :
  συν(x - y) = συνω     x

 

 
  
 


  - y =  2κπ  ω, κ Ζ  (7)

x + y = α
  Από  (1)  και  (7)  το  (Σ)  ισοδυναμεί με τα συστήματα    

x - y = 2κπ  ω, κ Ζ
α  ω α  ω  από τα οποία προκύπτουν  (x , y) = κπ +  , -κπ + ,  κ Ζ

2 2

 Αν  η



 


  

   
 

 .-1 + συνα 1 + συναμα < 0  τότε η  (4)  γίνεται  λ
2ημα 2ημα

1 + συνα -1 + συνα  Για  λ  ,   υπάρχει γωνία  ω [0 , π], 
2ημα 2ημα

  τέτοια ώστε  συνω = 2λ ημα - συνα  

  και όμοια επιλύοντας βρίσκουμε 

 

 
  
 



α  ω α  ω (x , y) = κπ +  , -κπ + ,  κ Ζ
2 2

   
 

 

 
 



Ζήτημα 3ο 

ˆ

ˆ

0

0

α 2R ημΑΟΗ =  =  = R ημΑ  (1)    και    ΟΑ = R  (2)
2 2

 Aν  Α > 90   (σχ.1),  τότε :
  Το  Α  είναι μεταξύ των  Η  και  Ο.

  ΟΗ > ΟΑ     R ημα > R    ημΑ > 1  (άτοπο)

 Aν  Α = 90  (σχ.2),  τότε 






  



(1)

(2)

.

ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ .

ˆ

0 0

0

:
α  Η Α  και  Ο Δ  και είναι  ΟΗ = ΑΔ =   και  ημΑ = 1
2

 Aν  60  < Α < 90  (σχ.3),  τότε :
  Το  Η  είναι μεταξύ των  Α  και  Ο.  

Α  Είναι  ΒΟΔ = Α  και  ΒΗΔ = Γ = 90  - 
2

   σφΒΗΔ

 



ος  1  τρόπος

ˆ

0ΗΔ Α ΗΔ =     σφ 90  -  =     αΒΔ 2
2

Αα εφΑ 2ΗΔ 2      εφ  =     ΗΔ =   (3)
2 α 2

α
ΒΔ α2   εφΒΟΔ =     εφΑ =     ΟΔ =   (4)
ΟΔ ΟΔ 2εφΑ

Αα εφα α Α 12   ΟΗ = ΗΔ - ΟΔ     =  -     1 = εφ  -   
2 2 2εφΑ 2 εφΑ





   
 




 


 
(3)

(4)

2

2 2

2

Α1 - εφΑ Α Α Α2      1 = εφ  -     2εφ  = 2εφ  - 1 + εφ   Α2 2 2 22εφ
2

Α Α Α Α 1      3εφ  + 2εφ  - 1 = 0   εφ  = 1  ή  εφ  = -   (άτοπο) 
2 2 2 2 3

  Φέρνουμε τη διάμετρο  ΒΖ. Το  ΗΓΖΑ  είναι παραλληλόγραμ



 



ος  2  τρόπος

ˆ
(5)

(6)

2

μο.

   ΑΗ = ΓΖ = 2R συνΒΖΓ = 2R συνΑ  (5)

   ΟΗ = ΟΑ - ΑΗ =  R - 2R συνΑ = R (1 - 2συνΑ)  (6)

   (1), (6)  R ημΑ = R (1 - 2συνΑ)    ημΑ = 1 - 2συνΑ    1 - ημΑ = 2συνΑ  
       (1 - ημΑ)  = 4σ







 

 

     
2 2 2 2υν Α  1 - 2ημΑ + ημ Α = 4 - 4ημ Α  5ημ Α - 2ημΑ - 3  = 0  

3       ημΑ = -    ή   ημΑ = 1 (απορρίπτονται)
5

  

 



ˆ

ˆ

ˆˆ ˆ ˆ ˆ .

ˆ

Δ
0

0

0

 Aν  Α = 60 ,  τότε  ΑΒΓ   ισόπλευρο  και  Ο Η  (άτοπο).

 Aν  Α < 60  (σχ.4),  τότε :   Το  Ο  είναι μεταξύ των  Α  και  Η.  

Α  Είναι  ΒΟΔ = Α  και  ΒΗΔ = Γ = 90  - 
2

    σφΒΗΔ =

 


ος  1  τρόπος

ˆ

0ΗΔ Α ΗΔ     σφ 90  -  =     
ΒΔ 2 ΒΔ

Αα εφΑ 2ΗΔ 2      εφ  =     ΗΔ =   (3)
2 α 2

α
ΒΔ α2    εφΒΟΔ =     εφΑ =     ΟΔ =   (4)
ΟΔ ΟΔ 2εφΑ

Αα εφα α 1 Α2   ΟΗ = ΟΔ - ΗΔ     =  -     1 =  - εφ   
2 2εφΑ 2 εφΑ 2





   
 




 


  
(3)

(4)

2

2 2

2

Α1 - εφ Α Α Α Α2     1 =  - εφ     2εφ  = 1 - εφ  - 2εφ   Α 2 2 2 22εφ
2

Α Α Α Α 1     3εφ  - 2εφ  - 1 = 0   εφ  = -1(απορρίπτεται)  ή  εφ  = .
2 2 2 2 3

Α 1 1 - συνΑ 1 1 - συνΑ 1   εφ  =      =       =  
2 3 1 + συνΑ 3 1 + συνΑ 9



 



 

2
2

  

4     1 + συνΑ = 9 - 9συνΑ    10συνΑ = 8    συνΑ =  
5

4 16 9 3     ημΑ = 1 - συν Α  = 1 -  =  1 -  =     ημΑ =  
5 25 25 5

  Φέρνουμε τη διάμετρο  ΒΖ.  Το  ΗΓΖΑ  είναι παραλληλόγραμμο

  



 

   
 

ος  2  τρόπος

ˆ
(5)

(6)

2 2

 ΑΗ = ΓΖ = 2R συνΒΖΓ  = 2R συνΑ  (5)

   ΟΗ = ΑΗ - ΟΑ =  2R συνΑ - R = R (2συνΑ - 1)  (6)

   (1), (6)  R ημΑ = R (2συνΑ - 1)    ημΑ = 2συνΑ - 1    1 + ημΑ = 2συνΑ  
     (1 + ημΑ)  = 4συν Α 







 

 

     

 2 2 2 1 + 2ημΑ + ημ Α = 4 - 4ημ Α  5ημ Α + 2ημΑ - 3  = 0  

3     ημΑ =    ή   ημΑ = -1 (απορρίπτεται)
5

 




