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Tα  ΙΑΓ   και  ΙΔΒ   είναι όμοια διότι έχουν

    Ι  = Ι  = 90   και  Α = Δ  (συμπληρωματικές της  Β)
(ΙΑ) (ΙΓ)    άρα   =     (ΙΑ) (ΙΒ) = (ΙΓ) (ΙΔ)
(ΙΔ) (ΙΒ)

 
Το τετράπλευρο  ΑΒ΄ΔΓ  είναι εγγεγρ
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Δ

αμμένο στον

   περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου  ΑΓΔ,  άρα

   Α + Δ  = 180
  Α = Δ     Δ  = Δ

   Δ  + Δ  = 180

   Στο  ΔΒΒ΄   η  ΔΙ  είναι διχοτόμος και ύψος, άρα

   το  ΔΒΒ΄
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 είναι ισοσκελές και  ΔΙ  είναι και διάμεσος  (Β΄Ι = ΙΒ).

   Στο  ΓΒΒ΄   η  ΓΙ  είναι διάμεσος και ύψος, άρα  το  ΓΒΒ΄  είναι ισοσκελές.

  Το κέντρο  Κ  του περιγεγραμμένου κύκλου 

  του τριγώνου  ΑΓΔ  
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 βρίσκεται 
  στη μεσοκάθετο  (μ)  του  ΑΒ΄
  (τα  Α  και  Β΄ είναι σταθερά σημεία)
  και στη μεσοκάθετο του  ΓΔ.
  Το σημείο  Γ  κινείται πάνω στην ευθεία  (ε)
  με εξαίρεση το τμήμα  Δ Δ , ενώ 
  το σημεί .1 2

1 2

1 2 1 2

ο  Δ  κινείται στο τμήμα  Δ Δ
  Άρα το σημείο  Κ  δεν βρίσκεται στο τμήμα  Κ Κ
  (Κ , Κ   οι προβολές των  Δ , Δ   στη μεσοκάθετο  (μ)).

  Επομένως ο γεωμετρικός τόπος του κέντρου  Κ  είναι
  η ευθεία .1 2 (μ)  με εξαίρεση το ευθύγραμμο τμήμα  Κ Κ  



Ζήτημα 2ο 
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Ας υποθέσουμε ότι  γ > β.
α + β + γ α + β - γ    ΒΔ = τ - γ =  - γ = 

2 2
α α + β - γ γ - β    ΜΔ = ΜΒ - ΒΔ =  -  =  (1)
2 2 2

γ  - β    2  Θεώρημα διαμέσου : γ  - β  = 2α ΜΕ    ΜΕ =  (2)   ή
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γ  = α ΒΕ 
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γ α 2γ  - α 2γ  - (β  + γ ) γ  - βΜΕ = ΒΕ - ΒΜ =  -  =  =     ΜΕ =  (2)
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ΜΕ γ + β = 
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ΜΕ ΜΕ ΜΕ    (3)  β + γ = α   (β + γ)  = α   β  + γ  + 2βγ = α  (4)
ΜΔ ΜΔ ΜΔ

    (1)  β - γ = 2 ΜΔ  (β - γ)  = 4 ΜΔ    β  + γ  - 2βγ = 4 ΜΔ  (5)
ΜΕ    (4), (5)    2(β  + γ ) = α
ΜΔ
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ΜΕ + 4 ΜΔ    2α  - α  = 4 ΜΔ   
ΜΔ

ΜΕ 4 ΜΔ 4 ΜΔ    2 - α  = 4 ΜΔ     α  =     α  =   
ΜΕΜΔ 2ΜΔ  - ΜΕ2 - 
ΜΔ

4 ΜΔ 2 ΜΔ α ΜΔ    α =     α =       = ,  
2ΜΔ  - ΜΕ 22ΜΔ  - ΜΕ 2ΜΔ  - ΜΕ
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α άρα  το  τμήμα    είναι κατασκευάσιμο,  αφού  Μ, Δ, Ε  σταθερά σημεία.
2

    Κατασκευή 1
    Σε ευθεία παίρνουμε τα σημεία  Μ, Δ  και  Ε.

α ΜΔ    Με κέντρο το  Μ  και ακτίνα   = 
2 2ΜΔ  - ΜΕ

    γράφουμε 

Δ

2 2

ημικύκλιο  ΒΓ. 
    Από το  Ε  φέρουμε ευθεία κάθετη στη  ΜΔ 

     η οποία τέμνει το ημικύκλιο στο σημείο  Α.  Το  ΑΒΓ   είναι το ζητούμενο τρίγωνο.

    Το πρόβλημα έχει λύση όταν  2ΜΔ  > ΜΕ     2 ΜΔ >   ΜΕ.
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ΑΒ ΑΙ    BI  είναι διχοτόμος της  Β    = 
ΒΖ ΙΖ
ΑΓ ΑΙ    ΓI  είναι διχοτόμος της  Γ    =  
ΓΖ ΙΖ

ΔΕ ΑΙ    ΙΔ // ΑΕ     = 
ΖΔ ΙΖ

ΔΕ ΑΒ ΑΓ ΔΕ ΑΒ ΑΓ ΑΒ + ΑΓ    =  =     =  =  = 
ΖΔ ΒΖ ΓΖ ΖΔ ΒΖ ΓΖ ΒΖ + 
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ΔΕ β + γ    =  (6)
ΓΖ ΖΔ α

ΔΕ ΜΕ    (3), (6)    =   (7)  
ΖΔ ΜΔ

    Τα  Μ, Δ, Ε  δοσμένα σημεία,  άρα το  ΖΔ  κατασκευάζεται.

    Α  = Β = Α
 Α  = Α ,  άρα η  ΑΖ  είναι διχοτόμος

    Α  = Α   
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ˆ ˆ των  ΒΑΓ  και  ΜΑΕ.

    Κατασκευή 2
    Σε ευθεία  (ε)  παίρνουμε τα σημεία  Μ, Δ  και  Ε.
    Από τη σχέση  (7)  βρίσκουμε τη θέση του  Ζ.
    Με κέντρο το  Ζ  και ακτίνα  ΖΕ  γράφουμε κύκλο. 
    Από τα  Ε  και  Μ  φέρουμε εφαπτόμενες του κύκλου οι οποίες τέμνονται στο σημείο  Α.
    Στην ευθεία  (ε)  παίρνουμε σημεία  Β, Γ  εκατέρωθεν του  Μ,  ώστε  ΜΒ = ΜΓ = ΜΑ.

    Κατασκευή 3
    Σε ευθεία  (ε)  παίρνουμε τα σημεία  Μ, Δ  και  Ε.
    Από τη σχέση  (7)  βρίσκουμε τη θέση του  Ζ.
    Τα  Μ, Ζ, Ε  και  Ζ΄ αποτελούν
    αρμονική τετράδα, άρα 
    βρίσκουμε τη θέση του  Ζ΄.
    Με διάμετρο το  ΖΖ΄  γράφουμε ημικύκλιο. 
    Από το  Ε  φέρουμε κάθετη στην  (ε)  η οποία τέμνει το ημικύκλιο στο σημείο  Α.
    Στην ευθεία  (ε)  παίρνουμε σημεία  Β, Γ  εκατέρωθεν του  Μ,  ώστε  ΜΒ = ΜΓ = ΜΑ.
 
   Διερεύνηση
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  Πρέπει  ΜΖ > ΖΕ    ΜΖ > ΜΕ - ΜΖ    2ΜΖ > ΜΕ    2(ΒΖ  - ΒΜ) > ΜΕ  
α (γ - β)αγ γ  - β   2ΒΖ - ΒΓ > ΜΕ    2  - α >     
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Ζήτημα 3ο 
 

ˆˆ 0ΑΜΔ = ΑΟΔ = 90 ,  άρα το τετράπλευρο  
    ΑΟΔΜ  έχει δύο απέναντι γωνίες ορθές,  
    άρα είναι εγγράψιμο σε κύκλο με διάμετρο  ΑΔ.

   Το σημείο  Δ  κινείται στο ευθύγραμμο τμήμα  ΟΒ,
   άρα ο γεωμε

α) 

1 2

1 2

τρικός τόπος του κέντρου  Κ  του
   περιγεγραμμένου κύκλου του τετραπλεύρου  ΑΟΔΜ  
   είναι το ευθύγραμμο τμήμα  Κ Κ ,  όπου  
   Κ   είναι το μέσο του  ΑΟ  και  Κ   είναι το μέσο του  ΑΒ.  (1)

 Στο  Αβ)
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ΕΑ΄  τα  ΕΟ  και  Α΄Μ  είναι ύψη, 

    άρα το  Δ  είναι το ορθόκεντρο του  ΑΕΑ΄.

    ΑΜ΄Α΄ = 90 ,  άρα το  ΑΜ΄ είναι το τρίτο ύψος

   του   ΑΕΑ΄   άρα διέρχεται επίσης από το  Δ. 

   ΕΜ΄Α = ΕΟΑ = 90 ,  

2

άρα το τετράπλευρο  ΕΜ΄ΟΑ  
   είναι εγγράψιμο σε κύκλο με κέντρο  Κ΄ (μέσο του  ΑΕ).
   Το  Ε  κινείται στην ημιευθεία  Βx,  άρα 
   ο γεωμετρικός τόπος του κέντρου  Κ΄ είναι η ημιευθεία  Κ y.  (2)

   (1 2) , (2)    Κ Κ΄  μόνο στη θέση  Κ   (μέσο του  ΑΒ), όταν  Μ Β.

Αν  ρ  είναι η ακτίνα του κύκλου  (Ο),  
    R  είναι η ακτίνα του κύκλου  (Κ)  
    και  R΄  είναι η ακτίνα του κύκλου  (Κ΄), τότε :
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 ΑΜ = 60     ΜΑ΄Α = 30     ΜΑΟ = 60   

   άρα το  ΜΑΟ   είναι ισόπλευρο με πλευρά  ρ.

2 2 ρ 3   R = KM = MK  =    
3 3 2

ΑΕ   R΄ =  = ΟΜ  
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 R΄ = ρ

  


