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Ζήτημα 1ο 
 

ν

ν + 1 ν - 1

Θέτουμε  τοξσυνx = φ,  άρα  συνφ = x  και  Π (x) = συν(νφ)

Π (x) + Π (x) = συν((ν + 1)φ) + συν((ν - 1)φ) 
(ν + 1)φ + (ν - 1)φ (ν + 1)φ - (ν - 1)φ                          = 2 συν συν

2 2

           

 

ν

ν + 1 ν ν - 1

1
2

2

2νφ 2φ               = 2 συν συν
2 2

                          = 2 συν(νφ) συνφ 
                          = 2 Π (x) x

Eπομένως  Π (x) = 2x Π (x) - Π (x)  (1)

Π (x) = συνφ = x
Π (x) = συν2φ = 2συν φ -

 

 
 



2

1 1

ν

ν 

 1 = 2x  - 1

Tα  Π (x), Π (x)  είναι ακέραια πολυώνυμα του  x  και οι συντελεστές  2x  και  -1
του τύπου  (1)  είναι ακέραια μονώνυμα, άρα για κάθε  ν 3  
το  Π (x)  είναι ακέραιο πολυώνυμο του  x.

(1)




= 2

2 3
3 2 1

ν = 3
3 2 4 2

4 3 2
ν = 4

4 2 3
5 4 3

 Π (x) = 2x Π (x) - Π (x) = 2x(2x  - 1) - x = 4x  - 3x

(1)  Π (x) = 2x Π (x) - Π (x) = 2x(4x  - 3x) - (2x  - 1) = 8x  - 8x  + 1

(1)  Π (x) = 2x Π (x) - Π (x) = 2x(8x  - 8x  + 1) - (4x  - 3x



 

  5 3

ν = 5
5 3 4 2 6 4 2

6 5 4

6 4 2
6

) = 16x  - 20x  + 5x

(1)  Π (x) = 2x Π (x) - Π (x) = 2x(16x - 20x + 5x) - (8x - 8x + 1) = 32x  - 48x  + 18x  - 1

Π (x) = 0    32x  - 48x  + 18x  - 1 = 0

 





2 3 2

3 2 2

2

2

Θέτουμε  x  = ω  και η εξίσωση γίνεται  32ω  - 48ω  + 18ω - 1 = 0  
32ω  - 16ω  - 32ω  + 16ω + 2ω - 1 = 0  
16ω (2ω - 1) - 16ω(2ω - 1) + (2ω - 1) = 0  
(2ω - 1)(16ω  - 16ω + 1) = 0  
2ω - 1 









oς1  τρόπος

.

2

2 2

ου
6

6

= 0  ή  16ω  - 16ω + 1 = 0  

1 2 3 1 2 3ω =   ή  ω =     x  =   ή  x  =     
2 4 2 4

  ή    ή  

 
Το πολυώνυμο  Π (x)  είναι  6   βαθμού και έχει ακριβώς  6  ρίζες.

Π (x) 



 
 

ος

2 2 + 3 2 - 3x = ± x = ± x = ±
2 2 2

2  τρόπος

1 1

2 2

π= 0    συν6φ = 0    6φ = κπ + ,  με  κ  ακέραιο  
2

2κπ + πφ = ,  με  κ  ακέραιο
12

π π 2 + 3 2 ( 3  + 1)Για  κ = 0 :  φ  =   και  x  = συν  =  ή  
12 12 2 4
3π π π 2Για  κ = 1 :  φ  =  =   και  x  = συν  = 
12 4 4 2

Για

  



3 3

4 4

5 5

6

5π 5π 2 - 3 2 ( 3  - 1)  κ = 2 :  φ  =   και  x  = συν  =  ή  
12 12 2 4

7π 7π 2 - 3 2 ( 3  - 1)Για  κ = 3 :  φ  =   και  x  = συν  = -  ή  -
12 12 2 4
9π 3π 3π 2Για  κ = 4 :  φ  =  =   και  x  = συν  = -
12 4 4 2

Για  κ = 5 :  φ  =





6

6

11π 11π 2 + 3 2 ( 3  + 1)   και  x  = συν  = -  ή  -
12 12 2 4

Επομένως οι έξι ρίζες του  Π (x)  είναι οι :
π π 5π 7π 3π 11πσυν ,  συν ,  συν ,  συν ,  συν ,  συν ,
12 4 12 12 4 12

2 2 + 3 2 - 3ή  αλλιώς  ± , ± , ±
2 2 2
2 2ή  αλλιώς  ± , ±

2



( 3  + 1) 2 ( 3  - 1), ±
4 4

 

 



Ζήτημα 2ο 

πx = y + 
4

1 πΕίναι  ημx συνx = ημ2x   και   ημx + συνx = 2 συν x - 
2 4

Η εξίσωση  ημx συνx - μ (ημx + συνx) + 1 = 0  γράφεται :

1 πημ2x - μ 2 συν x -  + 1 = 0     
2 4
1 πημ 2y +  - μ 2
2 2

    
 

 

   
 

   
 

η1  λύση

2

2

συνy = ω
2

2

Ρ (ω)

συνy + 1 = 0  

1 συν2y - μ 2 συνy + 1 = 0    
2
1 (2συν y - 1) - μ 2 συνy + 1 = 0    
2

1συν y -  - μ 2 συνy + 1 = 0    
2

1συν y - μ 2 συνy +  = 0    
2

1ω  - μ 2 ω +  = 0 
2

Το πολυώνυμο  Ρ



 

 

 

 




   
2

2 2
1 2

 (ω)  έχει διακρίνουσα  Δ = 2(μ  - 1)  και

2 2αν  Δ 0  ρίζες τις  ρ  = μ - μ  - 1 ρ  = μ + μ  - 1
2 2

3Ρ (-1) = μ 2 +     και   
2
3Ρ (1) = -μ 2 + 
2

 

 

 
μ -                   3 2-

4                      -1                          1                            3 2
4                + 

Δ + + - + + 
Ρ (-1) -  + + + + 
Ρ (1) + + + + - 

η εξίσωση        
Ρ (ω) = 0 

έχει δύο ρίζες 
ρ1<-1<ρ2<1 

έχει δύο ρίζες 
-1<ρ1<ρ2<1 δεν έχει ρίζες έχει δύο ρίζες 

-1<ρ1<ρ2<1 έχει δύο ρίζες 
-1<ρ1<1<ρ2

 

 

 

 

 

 

 

έχει δύο ρίζες 
ρ1 = -1,  ρ2 = -½  

έχει δύο ρίζες 
ρ1 = ½,  ρ2 = 1  

μια διπλή ρίζα 
ρ1 = ρ2 =  2-

2
  

μια διπλή ρίζα 
ρ1 = ρ2 =  2

2
  



 

 

 .

2
2

2
2

2
2

Διακρίνουμε περιπτώσεις :

3 2 21. αν  μ -  , -   τότε δεκτή ρίζα είναι μόνο η  ρ  = μ + μ  - 1
4 2

2   και υπάρχει γωνία  θ  = τοξσυν μ + μ  - 1 ,  
2

2   τέτοια ώστε  συνθ  = μ + μ  - 1
2

   Είναι 

 
   
 

 
 
 

 

 

2 2 2

2
1

π συνy = συνθ     y = 2κπ θ , κ Ζ    x -  = 2κπ θ , κ Ζ   
4

   

3 2 22. αν  μ  , +   τότε δεκτή ρίζα είναι μόνο η  ρ  = μ - μ  - 1
4 2

   και υπάρχει γω

      

 
 

 

 
   
 

2π 2x = 2κπ + ± τοξσυν μ + μ  - 1 , κ Ζ
4 2

 

 

 

.

2
1

2
1

1 1 1

2νία  θ  = τοξσυν μ - μ  - 1 ,  
2

2   τέτοια ώστε  συνθ  = μ - μ  - 1
2

π   Είναι  συνy = συνθ     y = 2κπ θ , κ Ζ    x -  = 2κπ θ , κ Ζ   
4

   

3. αν  μ

 
 
 

      

 
 

 

2π 2x = 2κπ + ± τοξσυν μ - μ  - 1 , κ Ζ
4 2

 

   

 

2

2 2
1 2

2
1

3 2 3 2 2-  , -1 1 ,   τότε δεκτές και οι δύο ρίζες  μ μ  - 1
4 4 2

2 2   και υπάρχουν γωνίες  θ  = τοξσυν μ - μ  - 1 , θ  = τοξσυν μ + μ  - 1
2 2

2  τέτοιες ώστε  συνθ  = μ - μ  - 1   κα
2

   
        
   

   
   
   

 

 

.2
2

1 2 1 2

1 2

2ι  συνθ  = μ + μ  - 1
2

   Είναι  συνy = συνθ   ή  συνy = συνθ     y = 2κπ θ   ή  y = 2κπ θ , κ Ζ  
π π    x -  = 2κπ θ   ή  x -  = 2κπ θ , κ Ζ   
4 4

     ή  

    

   

 
 
 

2π 2x = 2κπ + ± τοξσυν μ - μ  - 1 x = 2κ
4 2   

 
 

2π 2π + ± τοξσυν μ + μ  - 1 , κ Ζ
4 2

 



1 2
3 2 14. αν  μ = -   τότε δεκτές και οι δύο ρίζες  ρ  = -1  και  ρ  = -

4 2
1 2π    Είναι  συνy = -1  ή  συνy = -     συνy = συνπ  ή  συνy = συν     
2 3

2π    y = 2κπ + π  ή  y = 2κπ , κ Ζ  
3

π    x -  = 2κπ +
4

 

  

1 2

π 2π π  ή  x -  = 2κπ , κ Ζ   
4 3

     ή    ή  

3 2 15. αν  μ =   τότε δεκτές και οι δύο ρίζες  ρ  =   και  ρ  = 1
4 2

1    Είναι  συνy = 1  ή  συνy =     συνy
2

  





5π 11π 5πx = 2κπ + x = 2κπ + x = 2κπ - , κ Ζ
4 12 12

π = συν0  ή  συνy = συν     
3

π π π π    y = 2κπ  ή  y = 2κπ , κ Ζ   x -  = 2κπ  ή  x -  = 2κπ , κ Ζ   
3 4 4 3

     ή    ή  

6. αν  μ = -1  τότε έχουμε μια διπλή ρ



     


π 7π πx = 2κπ + x = 2κπ + x = 2κπ - , κ Ζ
4 12 12

1 2

1

2ίζα  ρ  = ρ  = -   και  
2

2 3π 3π    Είναι  συνy = -     συνy = συν     y = 2κπ , κ Ζ   
2 4 4

π 3π    x -  = 2κπ , κ Ζ      ή  
4 4

7. αν  μ = 1  τότε έχουμε μια διπλή ρίζα  ρ  = ρ

    

   
πx = 2κπ + π x = 2κπ - , κ Ζ
2

2
2 =   και  

2
2 π π    Είναι  συνy =     συνy = συν     y = 2κπ , κ Ζ   

2 4 4
π π    x -  = 2κπ , κ Ζ      ή  
4 4

8. αν  μ (-1 , 1)  τότε είναι  Δ < 0  και η εξίσωση είναι αδύνατη.

    

   



πx = 2κπ + x = 2κπ , κ Ζ
2  

 



2 2

πημ
4Θέτουμε  ημx + συνx = y    ημx + συνx = y   πσυν
4

π π π π y 2ημx συν  + ημ συνx = y συν     ημ x +  =   (1)
4 4 4 4 2

y 2Πρέπει  -1 1    - 2 y 2  (2)
2

ημx + συνx = y    (ημx + συνx)  = y     1

 

      
 


    

 

η2  λύση

2

2
2

2
2

2

 + 2ημxσυνx = y     
y  - 12ημxσυνx = y  - 1    ημx συνx = 

2
Η εξίσωση  ημx συνx - μ (ημx + συνx) + 1 = 0  γράφεται :
y  - 1- μ y + 1 = 0    y  - 2μy + 1 = 0

2
Το πολυώνυμο  Ρ (y) = y  - 2μy + 1   έχει 



 

 

 

2

2 2
1 2

διακρίνουσα  Δ = 4(μ  - 1)

αν  Δ 0  ρίζες τις  ρ  = μ - μ  - 1 ρ  = μ + μ  - 1

και  Ρ (- 2) = 3 + 2 2μ  και  Ρ ( 2) = 3 - 2 2μ

 

  

 

μ -                   3 2-
4                      -1                          1                            3 2

4                + 

Δ + + - + + 
Ρ (- 2 ) -  + + + + 
Ρ ( 2 ) + + + + - 

η εξίσωση        
Ρ (y) = 0 

έχει δύο ρίζες 
  ρ1<- 2 <ρ2< 2  

έχει δύο ρίζες 
  - 2 <ρ1<ρ2< 2

 δεν έχει ρίζες έχει δύο ρίζες 
- 2 <ρ1<ρ2< 2

 έχει δύο ρίζες 
   - 2 <ρ1< 2 <ρ2

 

 

 

 

 

 .

2
2

2
2

2
2

Διακρίνουμε περιπτώσεις :

3 21. αν  μ -  , -   τότε δεκτή ρίζα είναι μόνο η  y  = μ + μ  - 1
4

2   και υπάρχει γωνία  φ  = τοξημ μ + μ  - 1 ,  
2

2   τέτοια ώστε  ημφ  = μ + μ  - 1
2

   Είναι  ημ x

 
   
 

 
 
 

   

2 2 2
π π π +  = ημφ     x +  = 2κπ + φ   ή  x +  = 2κπ + π - φ , κ Ζ   
4 4 4

    ή 

     
 

   
   

   

2 2π 2 3π 2x = 2κπ - +τοξημ μ + μ  - 1 x = 2κπ + - τοξημ μ + μ  - 1 , κ Ζ
4 2 4 2  

ρ1 = - 2 ,  
ρ2 = - 2

2
  

ρ1 = 2 ,   
ρ2 = 2

2
  

μια διπλή ρίζα 
ρ1 = ρ2 = -1  μια διπλή ρίζα 

ρ1 = ρ2 = 1  



   .

2
1

2 2
1 1

1

3 22. αν  μ  , +   τότε δεκτή ρίζα είναι μόνο η  y  = μ - μ  - 1  και υπάρχει γωνία  
4

2 2   φ  = τοξημ μ - μ  - 1 ,  τέτοια ώστε  ημφ  = μ - μ  - 1
2 2

π   Είναι  ημ x +  = ημφ     x + 
4

 
   
 

 
 
 

   
 

   

1 1
π π = 2κπ + φ   ή  x +  = 2κπ + π - φ , κ Ζ   
4 4

     ή  

3 2 3 23. αν  μ -  , -1 1 ,   τότε δεκτές και οι δύο 
4 4

 

   
   

   

   
       
   

2 2π 2 3π 2x = 2κπ - +τοξημ μ - μ  - 1 x = 2κπ + - τοξημ μ - μ  - 1 , κ Ζ
4 2 4 2

   

   .

2
1,2

2 2
1 1

2 2
1 2

1

ρίζες  y  = μ μ  - 1

2 2   και υπάρχουν γωνίες  φ  = τοξημ μ - μ  - 1 , φ  = τοξημ μ - μ  - 1
2 2

2 2  τέτοιες ώστε  ημφ  = μ - μ  - 1   και   ημφ  = μ + μ  - 1
2 2

π   Είναι  ημ x +  = ημφ   
4



   
   
   

 
 
 

 

2

1 1 2 2

πή  ημ x + = ημφ     
4

π π π π    x +  = 2κπ + φ   ή  x +  = 2κπ + π - φ   ή  x +  = 2κπ + φ   ή  x +  = 2κπ + π - φ , κ Ζ  
4 4 4 4

     ή  

   
 

 

 
 
 

2π 2 3π 2x = 2κπ - +τοξσυν μ ± μ  - 1 x = 2κπ + +τοξσυν μ ±
4 2 4 2  

1 2
3 2 24. αν  μ = -   τότε δεκτές και οι δύο ρίζες  y  = - 2  και  y  = -

4 2
π π 1 π 3π π -π    Είναι  ημ x +  = -1  ή  ημ x +  = -     ημ x +  = ημ   ή  ημ x +  = συν   
4 4 2 4 2 4 6

 

 
 

 

               
       

2μ  - 1 , κ Ζ

1 2

π 3π π π π π   x +  = 2κπ +   ή  x +  = 2κπ -   ή  x +  = 2κπ + π + , κ Ζ   
4 2 4 6 4 6

     ή    ή  

3 2 25. αν  μ =   τότε δεκτές και οι δύο ρίζες  y  =   και  y
4 2

 


5π 5π 11πx = 2κπ + x = 2κπ - x = 2κπ + , κ Ζ
4 12 12

 = 2

π π 1 π π π π    ημ x +  = 1  ή  ημ x +  =     ημ x +  = ημ   ή  ημ x +  = συν     
4 4 2 4 2 4 6

π π π π π π    x +  = 2κπ +   ή  x +  = 2κπ +   ή  x +  = 2κπ + π - , κ Ζ   
4 2 4 6 4 6

   

               
       

 

πx = 2κπ + 

1 2

  ή    ή  

6. αν  μ = -1  τότε έχουμε μια διπλή ρίζα  y  = y  = -1  και  

π 2 π -π π π π 5π    ημ x+  = -    ημ x+  = ημ     x +  = 2κπ -   ή  x +  = 2κπ + , κ
4 2 4 4 4 4 4 4



        
   

π 7πx = 2κπ - x = 2κπ + , κ Ζ
4 12 12

1 2

Ζ  

      ή  

7. αν  μ = 1  τότε έχουμε μια διπλή ρίζα  y  = y  = 1  και  

π 2 π π π π π 3π    ημ x+  =    ημ x+  = ημ     x +  = 2κπ +   ή  x +  = 2κπ + , κ Ζ  
4 2 4 4 4 4 4 4

  





         
   

πx = 2κπ - x = 2κπ + π, κ Ζ
2

   ή  

8. αν  μ (-1 , 1)  τότε είναι  Δ < 0  και η εξίσωση είναι αδύνατη.





πx = 2κπ x = 2κπ +  , κ Ζ
2



Ζήτημα 3ο 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

ημα + ημβ + ημγ = 0 ημα + ημβ = -ημγ
      

συνα + συνβ + συνγ = 0 συνα + συνβ = -συνγ

(ημα + ημβ)  = ημ γ ημ α + ημ β + 2ημαημβ = ημ γ
    

(συνα + συνβ)  = συν γ συν α + συν β + 2συνασυνβ = συν

 
  

 
 


(+)

2

2 2 2 2 2 2

1 1

  
γ

ημ α + συν α + ημ β + συν β + 2ημαημβ + 2συνασυνβ = ημ γ + συν γ  
11 + 1 + 2(συνασυνβ + ημαημβ) = 1  2συν(α - β) = -1  συν(α - β) = -  
2

2π 2πσυν(α - β) = συν     α - β = 2κ π , κ Ζ  
3 3

 




  

  

2 2

3 3

1 1 1 1

(1)

1 2πΌμοια βρίσκουμε  συν(β - γ) = - ,  άρα  β - γ = 2κ π , κ Ζ  (2)  
2 3

1 2πκαι  συν(γ - α) = - ,   άρα  γ - α = 2κ π , κ Ζ  (3)
2 3

2π 2π Έστω   α - β = 2κ π + , κ Ζ   α = 2κ π +  + β, κ Ζ  (4)
3 3

   

 

 

   

 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2

2 2

2π Αν   β - γ = 2κ π - , κ Ζ  τότε με πρόσθεση έχουμε
3

        α - γ = 2(κ  + κ )π, κ , κ Ζ    ΑΤΟΠΟ  από  (3)
2π 2π    Άρα   β - γ = 2κ π + , κ Ζ    γ = -2κ π -  + β, κ Ζ  (5)
3 3

   ημ α + ημ β + ημ



 

  

(4)
2 2 2 2

1 2(5)

2 2 2

2π 2πγ =   ημ 2κ π +  + β  + ημ β + ημ -2κ π -  + β  
3 3

2π 2π                                  =  ημ β +  + ημ β + ημ β -  
3 3

41 - συν 2β + 
                                  =  

   
   
   
   
   
   

π 4π1 - συν 2β - 
1 - συν2β3 3 +  +  

2 2 2
4π 4π3 - συν2β + συν 2β +  + συν 2β - 
3 3                                  =   

2

3 - συν2β + 2 συν2β συ
                                  =  

   
   
   

    
        

  4πν
3  

2
13 - συν2β + 2 συν2β -
2 3                                  =    = 

2 2

 
 
 

       

 



1 1 1 1

2 2

1 2 1 2

2π 2π Έστω   α - β = 2κ π - , κ Ζ   α = 2κ π -  + β, κ Ζ  (6)
3 3
2π    Αν   β - γ = 2κ π + , κ Ζ  τότε με πρόσθεση έχουμε
3

        α - γ = 2(κ  + κ )π, κ , κ Ζ    ΑΤΟΠΟ  από  (3)

    Άρα   β - γ = 

   



 



2 2 2 2

(6)
2 2 2 2 2 2

1 2(7)

2 2

2π 2π2κ π - , κ Ζ    γ = -2κ π +  + β, κ Ζ  (7)
3 3

2π 2π   ημ α + ημ β + ημ γ =   ημ 2κ π -  + β  + ημ β + ημ -2κ π +  + β  
3 3

2π                                  =  ημ β -  + ημ β
3

  

   
   
   
 
 
 

2 2π + ημ β +  
3

4π 4π1 - συν 2β - 1 - συν 2β + 
1 - συν2β3 3                                  =   +  +  

2 2 2
4π 4π3 - συν2β + συν 2β +  + συν 2β - 
3 3                                  =  

 
 
 

   
   
   

  
  
    

2
4π3 - συν2β + 2 συν2β συν
3                                  =   

2
13 - συν2β + 2 συν2β -
2                                  =   

2
3 - συν

                                  =  

 
  

   
 

       

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

   

2β - συν2β 3  = 
2 2

Επομένως σε κάθε περίπτωση

3ημ α + ημ β + ημ γ =     
2

31 - συν α + 1 - συν β + 1 - συν γ =     
2

3-συν α - συν β - συν γ =  - 3    
2

συν α + συν β + συν γ = 







2 2 2 3ημ α + ημ β + ημ γ = 
2

33 -     
2



2 2 2 3συν α + συν β + συν γ = 
2

 

 
 


